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Einleitung. 


In einem Aufsatze, der unter dem Titel: Prineipes d’un eal- 
еш algébrique qui contient, comme espèces particulières, le calcul 
des quantités imaginaires et des quaternions, in den Comptes rendus 
der Pariser Academie vom 11. und 18. October 1880 veröffent- 
licht ist, habe ich aus der reellen Transformation einer Summe 
von beliebig vielen Quadraten in sich selbst die Regeln für die 
Reelmung mit symbolischen Ausdrücken abgeleitet, welche bei 
den Summen von zwei Quadraten in die mittelst des Zeichens 
y—1 gebildeten complexen Grössen, bei den Summen von drei 
Quadraten in die von Hamilton herrührenden Quaternionen über- 
gehen. Die Beschaffenheit dieser symbolischen Ausdrücke ist 
wesentlich durch die Anzahl a der Quadrate bedingt, welche in 
der betreffenden Summe veremigt sind, so dass ein zu der Summe 
von n Quadraten gehörender Ausdruck ein complexer Ausdruck 
der n-ten Ordnung genannt werden darf. Man gewinnt eine 
fortschreitende Einsicht in die Natur derselben, indem man cer- 
mittelt, welehe Eigenschaften bei dem Wachsen der Ordnungs- 
zahl erhalten bleiben, und welche dureh andere ersetzt werden. 
Bei der zweiten Ordnung ist das Resultat der Multiplieation zweier 
Ausdrücke von der Reihenfolge der Operationen unabhängig, bei 
der dritten und den höheren Ordnungen von der Reihenfolge ab- 
hängig. In den Ausdrücken der zweiten und dritten Ordnung 
sind die linear auftretenden, mit Einheiten multiplieirten reellen 
Grössen von einander unabhängig vorauszusetzen, und die An- 
zahl dieser reellen Elemente beträgt bei den erstgenannten Aus- 
drticken zwei, bei den zweiten vier. Wofern aber die Zahl » den 
Werth drei übertrifft, haben die in den Ausdruck der »-ten Ord- 
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nung linear eingehenden, mit Einheiten multiplieirten reellen Grös- 


E „+ Я 3 А e 
sen, deren Anzahl 2” ist, die Eigenschaft, durch eine kleinere 


nln—1) 


5, von unabhängigen reellen Elemen- 


Anzahl, nämlich 1 + 


ten rational ausgedrückt werden zu können. Das System von 
Einheiten, auf welches ich in der erwähnten Arbeit geführt wor- 
den bin, stimmt mit demjenigen überein, welehes in der Abhand- 
lung von W. R. Clifford: Applications of Grassmanns extensive 
Algebra (American Journal of Mathematics, Vol. 1, р. 850—858, 
und Mathematical Papers, p. 266—276) entwickelt ist, und das 
mir bei Veröffentlichung meiner Untersuchung nicht bekannt war. 
Die für die Ausdrücke von höherer als der dritten Ordnung er- 
scheinende rationale Abhängigkeit der linear eingehenden reellen 
Grössen von einer kleineren Anzahl reeller Elemente ist indessen 
von Clifford nieht vorausgesetzt. Dieser Umstand unterscheidet 
meines Erachtens die bezeichneten Ausdrücke in charakteristischer 
Weise von allen mittelst eines Systems von Einheiten gebildeten 
Ausdrücken, die bisher untersucht worden sind. 

Insofern jeder complexe Ausdruck der »-ten Ordnung in 
dem Begriff einer Summe von » Quadraten seine Quelle hat, wer- 
den die complexen Ausdrücke der n-ten Ordnung da eine Anwen- 
dung finden, wo der Begriff einer Summe von 2 Quadraten eine 
wesentliche Rolle spielt. Es ist nun unsere Anschauung des 
Raumes auf die Voraussetzung gegründet, dass das Quadrat des 
Linearelements im Raume gleich der Summe der Quadrate von 
drei Differentialen, mithin das Quadrat der Entfernung zweier 
Punkte gleich der Summe der Quadrate von drei reehtwinkligen 
relativen Coordinaten ist, und dem entsprieht in der Theorie der 
Bewegung die Definition der lebendigen Kraft eines Punktes als 
das Produet seiner Masse in die Summe der Quadrate der drei 
rechtwinkligen Componenten seiner Geschwindigkeit. Auf diesen 
Thatsachen beruht, wie ich nicht zweifeln kann, die Beziehung 
zwischen den eomplexen Ausdrücken der dritten Ordnung, oder 
den Quaternionen, zu der Geometrie und Mechanik. Ein eigenthüm- 
licher Zusammenhang lässt sieh zwischen den Quaternionen und 
dem Problem des grössten Tetraeders bei gegebenem Inhalt der 
Seitenflächen nachweisen, ein Problem, mit dessen Durchführung 
und Ausdehnung auf eine Mamnigfaltigkeit von beliebig vielen 
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Dimensionen mein verewigter unvergesslicher Freund Borchardt 
sich ein so grosses Verdienst erworben hat. 

Wenn man die unabhängigen reellen Elemente, mit Hülfe 
deren ein complexer Ausdruck der n-ten Ordnung gebildet wird, 
der Bedingung unterwirft, gleich Brüchen zu sein, deren Zähler 
und Nenner ganze Zahlen sind, so stellen die erzeugten Ausdrücke 
eine Verallgemeinerung der rationalen Zahlen dar, die fiir n = 2 
mit den von Gauss eingeführten complexen rationalen Zahlen, 
für a=3 mit denjenigen Quaternionen zusammenfällt, deren 
reelle Bestandtheile rationale Zahlen sind. Durch eine ferner hin- 
zutretende Beschränkung entstehen hieraus für n = 2 die Gaussi- 
schen complexen ganzen Zahlen, für n=3 die ganzzahligen 
Quaternionen, für grössere Werthe von v allgemeine complexe 
Ausdrücke der »-ten Ordnung mit reellen ganzzahligen Coeffieien- 
ten. Zu jeder Vergrösserung des Exponenten ж gehört demnach 
eine Erweiterung des Gebiets der Arithmetik, und zwar hängen 
die ganzzahligen complexen Ausdrücke der n-ten Ordnung ver- 
möge ihres Ursprungs auf das genaueste mit den aus rationalen 
Zahlen gebildeten Substitutionen zusammen, durch welche eine 
Summe von » Quadraten in sich selbst verwandelt wird. 

Bei jeder Untersuchung, welche sich das Ziel steckt, von einem 
gegebenen Grössengebiet zu einem neuen Grössengebiet zu ge- 
langen, kann ein doppelter Weg eingeschlagen werden. Entweder 
wird eine gewisse allgemeine Beschaffenheit des neuen Grössenge- 
biets schon vorausgesetzt, und verlangt, die Bedingungen zu er- 
mitteln, welehe erfüllt sein müssen, damit bei dem neuen Grössen- 
gebiet bestimmte Eigenschaften des ursprünglichen erhalten bleiben. 
Oder es wird innerhalb des ursprünglichen Gebiets eine Frage auf- 
geworfen, gelöst, und hierauf gezeigt, dass ihre vollständige Beant- 
wortung gerade durch die Hervorbringung des neuen Grössengebiets 
den angemessenen Ausdruck findet. Nach meiner Auffassung bietet 
der letztere Weg eine Bürgschaft gegen die Discussion willkür- 
licher Forderungen, und einem solehen Wege folgend bin ich von 
dem Gebiete der reellen Grössen zu dem Gebiet der complexen 
Ausdrlicke der »-ten Ordnung übergegangen. Da nun das Gebiet 
der complexen Ausdrücke der zweiten Ordnung, oder kürzer, der 
einfach complexen Grössen vorliegt, habe ich die entsprechende 
algebraische Aufgabe, nämlich die der Transformation einer 
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Summe von beliebig vielen Quadraten in sich selbst, auf dem 
Gebiet der einfach complexen Grössen erörtert. Es zeigte sich, 
dass die vollständige Lösung desselben zu den Regeln für die 
Rechnung mit symbolischen Ausdrücken führt, deren Bildungsge- 
setz aus dem Bildungsgesetz der früher definirten erhalten wird, 
indem die wnabhängigen reellen Elemente dureh unabhängige 
einfach complexe Elemente ersetzt werden. Die symbolischen 
Ausdrücke, welche auf dem bezeichneten erweiterten Gebiet zu 
der Transformation einer Summe von ж» Quadraten in sich selbst 
gehören, können bicomplexe Ausdrücke der n-ten Ordnung gc- 
nannt werden, und schliessen sich in ihren Eigenschaften den 
complexen Ausdrücken der n-ten Ordnung durchaus an. Hierbei 
ergiebt sich für das Gebiet der reellen Grössen sehr leicht, wie 
die mit den Aggregaten von lauter positiven Quadraten angestellte 
Betrachtung auf Aggregate von Quadraten auszudehnen ist, von 
denen gewisse in die positive Einheit, die übrigen in die nega- 
tive Einheit multiplieirt sind. 

Im Vorstehenden bin ieh bemüht gewesen, einige der Ge- 
sichtspunkte hervorzuheben, nach denen ich verschiedene Haupt- 
fragen der Theorie der Summen beliebig vieler Quadrate behan- 
delt habe. Drei der so entstandenen Untersuchungen, von denen 
die erste wesentlich arithmetiseh ist, die beiden letzten wesentlich 
algebraisch sind, übergebe ich hiermit der Oeffentlichkeit, und 
hoffe, dass es mir vergönnt sein werde, denselben in einiger Zeit 
andere folgen zu lassen. 
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Die von Gauss geschaffene Theorie der complexen ganzen 
Zahlen beruht auf der Erkenntniss ihrer Zerlegung in unzerleg- 
bare complexe ganze Zahlen oder complexe Primzahlen. Mit die- 
sem Mittel können auch die sämmtlichen Substitutionen dargestellt 
werden, welche eine Summe von zwei Quadraten in sich selbst 
transformiren und deren Coeffieienten rationale Zahlen sind. Die 
Transformation einer Summe von drei Quadraten in sich selbst 
führt, wie in der Einleitung bemerkt ist, zu der Rechnung mit 
Quaternionen, die Betrachtung der bezüglichen Substitutionen, 
deren Coeffieienten rationale Zahlen sind, zu der Untersuchung 
der ganzzahligen Quaternionen, und hier interessirt in erster Linie 
die Frage nach deren Zerlegung in wnzerlegbare ganzzahlige 
Quaternionen. Diese Frage habe ich mir vorgesetzt zu erforschen, 
und theile das Ergebniss mit. Wie die Zerlegung einer complexen 
ganzen Zahl in Primfactoren von ihrer Norm abhängt, die eine 
Summe von zwei ganzzahligen Quadraten ist, so wird die Zerle- 
gung eines ganzzahligen Quaternion durch die Beschaffenheit 
seiner Norm bedingt, die eine Summe von vier ganzzahligen 
Quadraten ist. Meine Arbeit stützt sich daher auf die vorhandenen 
Untersuchungen über die Darstellung der Zahlen als Summen von 
vier ganzzahligen Quadraten. 

Nachdem Fermat als Bemerkung zu der 31. Aufgabe des 
4. Buches des Diophant seinen berühmten Satz über die Dar- 
stellbarkeit jeder Zahl dureh die Summe einer bestimmten Anzahl 
von Polygonalzahlen einer gewissen Art ausgesprochen, hat sich 
Euler mit dem Satze von der Darstellbarkeit jeder Zahl durch 
die Summe von vier Quadraten in der Abhandlung beschäftigt: 
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Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numerum primum 
formae 4» +1 esse summam duorum quadratorum (N. Comm. 
Petrop. V, 1754, р. 3; Comm. ar. I, р. 210). 

Diese Abhandlung enthält in Art. 93 den algebraischen Satz, 
Чет dazu dient, das Produet zweier Summen von vier Quadraten 
als eine Summe von vier Quadraten darzustellen; aus demselben 
können die Regeln für die Reelmung mit Quaternionen direct ab- 
geleitet werden. In dem Nachlasse von Gauss, Werke III, p. 384 
ist eine andere Fassung dieses Satzes, bei der Paare von conju- 
girten complexen Grössen benutzt sind, mitgetheilt. 

Der erste vollständige Beweis des Satzes, dass jede Zahl 
gleich der Summe von vier Quadraten ist, befindet sieh in der 
Arbeit von Lagrange: Demonstration (un théorème d’arithme- 
tique (N. Men. de асай. des se. de Berlin, 1770, Oeuvres III, 
p. 189), und ist von Euler in dem Aufsatze: Novae demonstra- 
tiones cirea resolutionem numerorum (Acta Erudit. Lips. 1773, 
р. 193, Acta Petrop. I, II, 1775, р. 48, Exhib. 1772, ерт. 21., 
Comm. ar. 1, p. 538) ausführlich erörtert worden, Auf die Dar- 
stellung der Zahlen als Summen von vier Quadraten fiel ein 
neues Licht durch die von Jacobi aus der Theorie der ellipti- 
schen Funetionen gewonnene Bestimmung der Anzahl der sämmt- 
lichen Darstellungen einer gegebenen Zahl. Diese Bestimmung 
ist am Schluss der Fundamenta nova angegeben, in der Note sur 
la décomposition d’un nombre donné en quatre carrés (Crelle’s 
Journal 3, p. 191, Werke I, p. 245) besonders herausgehoben, und 
in dem Aufsatze: De compositione numerorum e quatuor quadra- 
tis (Crelle’s Journal 12, p. 167) rein arithmetisch bewiesen. Eine 
knappere Zusammenfassung dieses Beweises enthält der Aufsatz 
von Dirichlet: Sur Péquation ?+W+v+w’=4m (Liou- 
ville Journal, deuxième série, 1, р. 210), in welehem Dirichlet 
erwähnt, dass er schon lange einen Beweis dieses Satzes auf 
andere Prineipien gegründet habe, und dass dieser Beweis einen 
naturgemässen Platz in einer Arbeit finden werde, die ihn seit 
einiger Zeit beschäftige. Wie bekannt, ist er an der Veröffent- 
lichung dieser Arbeit dureh den Tod gehindert worden. Noch 
habe ich den von Cauchy gegebenen, in den ersten Band der 
Exereices p. 263 aufgenommenen vollständigen Beweis des allge- 
meinen die Polygonalzahlen betreffenden Fermat’schen Satzes 
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anzuführen, sowie die der Darstellung der Zahlen durch vier 
Quadrate gewidmete Untersuchung des Herm Hermite: Sur la 
theorie des formes quadratiqnes, second mémoire (Crelle’s Journal 
47, p. 348). 

Bezüglich des Ganges meiner Untersuchung möchte ich noch 
eine allgemeine Bemerkung machen. Die Zerlegung der com- 
plexen Zahlen in Primfaetoren haftet, wie mir scheint, an dem 
Umstande, dass bei diesen Zahlen das Resultat der Multiplication 
von der Anordnung der Operationen unabhängig ist. Auch bei 
den allgemeinsten algebraischen Zahlen hat die zur Anwendung 
kommende Multiplication die genannte Beschaffenheit, und es 
bleiben nach Einführung der geeigneten Begriffe die Gesetze der 
Zerlegung bestehen, wie Herr Dedekind gezeigt hat (Vorle- 
sungen Dirichlet’s über Zahlentheorie, zweite und dritte Auflage, 
und: Sur la theorie des nombres entiers algébriques, Darboux’s 
bulletin, 1877). Der Nachweis der Existenz der idealen Prim- 
factoren in der von Herrn Kummer herrührenden Theorie der 
aus der Kreistheilung entspringenden complexen ganzen Zahlen 
gründet sich auf gewisse Congruenzen, welche in einfacher Ge- 
stalt bei der Zerlegung der complexen ganzen Zahlen von der Ge- 
stalt a + Û A auftreten. Für die Theorie der algebraischen 
Zahlen hat Herr Dedekind die entsprechenden Congruenzen in 
der Anzeige der zweiten Ausgabe der erwähnten Vorlesungen in 
den Göttingischen gelehrten Anzeigen vom 20. September 1871 
mitgetheilt. Nun stellte sich heraus, dass die Erzeugung der 
ganzzahligen Quaternionen durch Multiplication von nicht zerleg- 
baren ganzzahligen Quaternionen ebenfalls auf dem Vorhanden- 
sein von gewissen Congruenzen beruht, jedoch so, dass dabei 
die Reihenfolge der Operationen eine entscheidende Bedeutung 
behält. Da somit an das Gebiet der Gaussischen complexen 
Zahlen auf der einen Seite das Gebiet der sämmtlichen algebrai- 
schen Zahlen, auf der andern Seite das Gebiet der ganzzahligen 
Quaternionen anschliesst, und da sich hier nach verschiedenen 
Richtungen Uebereinstiinmungen und Gegensätze geltend machen, 
so werde ich zur Beleuchtung dieser Verhältnisse zunächst auch 
auf die Zerlegung der Gaussischen eomplexen Zahlen eingehen. 
Ich beginne mit der reellen Transformation einer Summe von 
zwei Quadraten in sich selbst, um die Rechnung mit eomplexen 
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Grössen zu begründen und hierauf zu dem Gebiet der complexen 
ganzen Zahlen zu gelangen. Dann werde ich die reelle Trans- 
formation einer Summe von drei Quadraten in sich selbst be- 
trachten, dadurch die Rechnung mit Quaternionen begründen, 
und zu den ganzzahligen Quaternionen übergehen. 


18 


Es sei eine lineare mit den reellen Coefficienten o, Ou, 
ay, а, versehene Substitution gegeben, welche die reellen Varia- 
bein x, und x, als Funetionen der reellen Variaben y, und y, 


darstellt und die Quadratsumme der ersteren in die Quadratsumme 
der letzteren transformirt, so dass die Gleichungen bestehen 
SAT WT aa Ys 

\ =O, у, tan Y, 

(2) Ж +a =y ty. 

Die Substitutionsdeterminante, welche gleich + 1 oder —1 
sein kann, wird gleich + 1 vorausgesetzt. Nun lässt sich aus 
der vorliegenden Substitution eine zweite zu demselben Zwecke 
geeignete von derselben Determinante ableiten, indem man die 
vier Coefficienten mit der negativen Einheit multiplieirt. Jedem 
der beiden Systeme von Elementen ist ein anderes zugeordnet, 
das entsteht, wofern in der von oben links nach unten rechts lau- 
fenden Diagonale zu jedem Element die Einheit addirt wird. 
Die Determinanten dieser beiden Systeme 
(3) a, + 1, 9 0р l, —а„ 

З Ga: % +1 | 9, —0 + 1 
besitzen die leicht zu beweisende Eigenschaft, dass sie nicht 
gleichzeitig verschwinden können. Da nämlich ihre beiden Werthe 
respective gleich 
(4) CES ER (4a) 2—00 
sind, so ist deren Summe gleich 4, woraus das behauptete noth- 
wendig folgt. Wenn also bei der gegebenen Substitution das 
System (3) eine versehwindende Determinante hat, so ist dies 
bei dem System (З a) sicher nicht der Fall. Es darf daher vor- 
ausgesetzt werden, dass bei dem von jetzt ab zu betrachtenden 
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System von Coefficienten die zugehörige Determinante (3) nicht 
gleich Null sei. 

Die bezeichnete Determinante tritt auf, sobald man aus der 
Substitution (1) die Gleichungen ableitet, durch welche die Summen 
xı +y und z, + у, als Functionen von у, und y, dargestellt 


werden, 

(5) уа +97 = (æn + 1) y + оь 
l Ly + Y2 = Ca 0 + (а + 1) Ya. 

Nach der getroffenen Voraussetzung werden y, und y, durch 

die Auflösung eindeutig bestimmt, und man erhält die Differenzen 

21-0; und x,—y, durch die Summen z, + у, und 2, + Y, so aus- 


gedrückt 
N te 
7 "ve 2+ T Gs 
(6) 2 thy, (x + Y) T Lu E (25 + yy) 
SE Ee 


Wegen der Voraussetzung ou 0—0 a = 1 ist 


ae, =0, a, +0,,=0. 


п 
Bestimmt man daher für eine beliebig aber von Null verschieden 


gewählte Grösse A, die Grössen А, A,, durch die Gleichungen 
12 = 
= ,ےہ‎ +40, 


7 = 
(0) = Г 


so erhält (6) die Gestalt 


15 A 


3 e ) 
| т а E (2,+9,) 


(8) 
Ay 
TY, = ay (2i ty), 
0 
oder auch 
(9) | Žo BAA, Z = Ay HAA 9, 


hig Mth, T,= ha Y+ Y. 

Wenn hier die erste Gleichung mit der Einheit, die zweite mit 
einem symbolischen Factor ñ multiplicirt und zu der ersten ad- 
dirt wird, so können beide Seiten als Producte dargestellt wer- 
den, indem man vorschreibt, dass 
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At) = Ae UA Tatia Lian HFA, By) 
(Gants Vë (2, 45 А) = ка г ЎА Ze (АУ, +4, ts) 
sein soll. Zu diesem Zwecke genügt es, für das Symbol ^, die 


\ 
(10) j 


einzige Gleichung 
(11) i, =—l 
vorauszusetzen. Die Eigenschaften dieses Symbols fallen hiernach 
mit den Eigenschaften des Symbols y— 1 zusammen, und es zeigt 
sich, dass das Ergebniss der Multiplication von zwei complexen 
Ausdrücken 

Aut tz Ayo) (%1 Fi 25) 
bei der Vertauschung der Factoren ungeändert bleibt. Durch die 
Gleichsetzung der Produete (10) entsteht die Gleichung 
(12) Ati) Lë ir 23) == (Y1 Hin Mal Lin ir Aach 
in welcher die beiden Gleichungen (1) zusammengefasst sind. Die 
Multiplication mit dem zu A, +, 4,, conjugirten Ausdruck А7, Ay 
liefert die Gleichung 
(13) (At Ap) (2, Hin 2) = (у, + ê Y) Aie А), 
auf deren linker Seite die Norm von (A, +t А) 
py Ny ti ha) = HAM, 
als Factor auftritt. 


Nimmt man zwei beliebige reelle Elemente A, und 4,,, und 


12) 
zwar 4, von Null verschieden, und bildet mit denselben eine 
Gleichung nach dem Schema (12), so folgt aus der zugehörigen 
Gleiehung (13) ein System von linearen Ausdrücken der Variabeln 
x, und x, dureh die Variabeln y, und yy, welches «die Gleichung 
(2) befriedigt. Hierbei werden die Coeffieienten durch die Glei- 
chungen 
12—13 a د220‎ 


Я 0 12 
(14) Häng 5—22, Cie р Se 
1+ Ay At Ay. 
bestimmt, und die zugehörige Determinante (4) erhält den Werth 
| 4%, 
(15) a’ 
ën gëf 


welcher wegen der über A, getroffenen Annahme nicht verschwin- 


den kann. Also bringen alle complexen Ausdrücke A, +, 4,,, in 
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denen A, von Null verschieden ist, in (12) eingeführt, Imeare Sub- 
stitutionen (1) hervor, bei denen die Determinante (4) nicht ver- 


schwindet. 
Es möge jetzt 2, durch 7 ersetzt und eine zweite lineare 


Substitution betrachtet werden, bei der die Variabeln y,, у, von 


den Variabeln 2,, 2, so abhängen, dass 


(16) WEN = 20-25 
ist. Zuerst nehme ich die specielle Substitution 
(17) Yi = 2, Yo ëss 
welche dureh die eine Gleichung 
(18) ily tiy) = (2, +42) (—ї) 
ersetzt wird. Durch Verbindung von (1) und (17) folgt 
(19) | A mar УЛЫ 
н, Tie ae 


durch Verbindung der entsprechenden Gleichungen (12) und (18) 
kommt 
(20) i(1 tiho) (®, + iza) = (21t i23) (—1) (4—43). 

Wenn also in (12) statt Zeckt der Ausdruck è (A,+iA,,) 
eingesetzt wird, so verwandelt sich die Substitution (1) in eine 
solche (19), bei der die vier Coefficienten mit der negativen Ein- 
heit multiplieirt sind. Weil nun alle hier in Betracht zu ziehen- 
den linearen Substitutionen aus den Substitutionen (1), für welche 
die Determinante (4) von Null verschieden ist, erhalten werden, 
indem man diejenigen hinzufügt, bei denen die betreffenden Co- 
efficienten mit der negativen Einheit multiplieirt werden, so sind 
alle bezeiehneten linearen Substitutionen durch die Gleichungen 
(12) und (20), zusammengenommen, repriisentirt. Die eomplexen 
Ausdrücke A,+i4,, und iA tiho) bei denen 2, von Null verschie- 
den ist, stellen aber alle complexen Ausdrticke ohne Ausnahme 
dar, deren Norm nicht gleich Null ist. Daher werden alle Sub- 
stitutionen (1) durch die Gleichung (12), beziehungsweise die 
Gleichungen (14), dargestellt, wofern der complexe Ausdruck 
Anti А, nur die selbstverständliche Bedingung erfüllt, dass beide 
reellen Elemente nicht gleichzeitig gleich Null sind, oder dass seine 
Norm nicht gleich Null ist. 

Wenn eine zweite Substitution mittelst eines beliebigen com- 
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plexen Ausdrucks A, LA, durch die nach dem Schema (12) for- 


mulirte Gleiehung 
(21) (ut ito) (y+i,) = (a+ і.) (иог) 
dargestellt wird, so erhält man für die aus der successiven An- 
wendung der beiden Substitutionen hervorgehende Substitution die 
Gleichung 
(22) (шоб) Ag td yy) (21+ zg) = (2, ie) (нуи) (2—04). 
Hier tritt das Product der complexen Ausdrücke tig, und 
А+, auf, dessen Norm von Null verschieden sein muss, weil 
dies für jeden der beiden Factoren der Fall ist, und es folgt zu- 
gleich, dass bei der Zususammensetzung der Substitutionen die 
Reihenfolge beliebig vertauscht werden darf, ohne dass das Er- 
gebniss sich ändert. 

2. 


Ich komme jetzt zu der Aufgabe, wenn eine positive ganze 
Zahl m gegeben ist, zu entscheiden, unter welchen Bedin- 
gungen dieselbe gleich der Norm einer complexen ganzen Zahl 
A, A, sein könne, für den Fall der Möglichkeit alle betreffenden 
complexen ganzen Zahlen 4,+-74,, aufzustellen, und jede derselben 
auf alle Arten dureh Multiplication von unzerlegbaren complexen 
ganzen Zahlen hervorzubringen. Man kann die complexen ganzen 
Zahlen 2,+%A,, in solche eintheilen, bei denen für die ganzen 
Zahlen A, und 4,, kein gemeinsamer Theiler, und in solehe, bei 


denen ein gemeinsamer Theiler vorhanden ist. Es mögen die 
ersteren eigentliche, die zweiten uneigentliche complexe ganze 
Zahlen genannt werden, und es werde die gestellte Aufgabe auf 
die eigentlichen complexen ganzen Zahlen beschränkt. Da bei 
einer solchen Zahl 2,+:4,, die ganzzahligen Elemente A, und A, 


nicht gleichzeitig gerade sein können, so muss die Norm +4, 


entweder ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl sein. 
Es sei nun 
(1) Lë SST, 
und p” irgend eine in m enthaltene Potenz einer ungeraden 
Primzahl р. Dann lässt sich immer ein Paar Zahlen & und &, an- 
geben, die den Congruenzen 

www.rcin.org.pl 


Classen von Auflösungen von Congruenzen. 15 


Sry &+4,, & = 0 (mod. р”) 
l Aus aan Ё, SEHR 
genügen und nicht beide durch р aufgehen. Keine der Zahlen 


4, und A, kann durch p aufgehen; denn wenn die eine so be- 


schaffen wäre, müsste es wegen (1) auch die zweite sein, mit- 
hin würden dann beide gegen die Annalme durch p theilbar sein. 
Hieraus folgt, dass jede der beiden in (2) enthaltenen Congruen- 
zen für sich allein erfüllt werden kann, und man schliesst auch 
leicht durch Zuziehung von (1), dass aus der Gültigkeit der einen 
die Befriedigung der anderen folgt. Desgleichen ergiebt sich, in- 
dem die erste mit &,, die zweite mit &, multiplieirt und addirt 
wird, weil 4, durch » nicht theilbar ist, die Congruenz 
(3) B+ =0 (mod. p”). 

Legt man in der ersten Congruenz (2) der Zahl Е, den Werth 


(2) 


der Einheit bei, so wird der zugehörige Werth & = о durch die 
Congruenz 

(4) А+, = 0 (mod. р?) 

eindeutig bestimmt. Bei einem beliebig gewählten, dureh р nicht 
theilbaren Werth E, erhält dann E, die unzweifelhafte Bestimmung 


(5) $ = & (mod. p”), 
und für о kommt die bekannte Congruenz 
(6) в1--1 = 0 (mod. ЙУ 


Wenn also alle Paare von Zahlen (§, &), die den Congruenzen 
(2) genügen, die nieht gleichzeitig dureh p aufgehen, und aus 
den Zahlen eines Paares durch Multiplication mit derselben Zahl 
erhalten werden können, als aequivalent betrachtet und in eine 
Classe zusammengefasst werden, so gehört zu jeder eigentlichen 
complexen Zahl A+ his eine vollkommen bestimmte Classe von 
Auflösungen der Congruenzen (2), der Congruenz (3) und, was 
damit zusammenfällt, eine vollkommen bestimmte Wurzel der 
Congruenz (6). Es muss daher diese Congruenz möglich sein, 
damit die Gleichung (1) bestehen kann. Hier beziehe ich mich 
auf die bekannten Sätze, dass die Congruenz (6) möglich ist oder 
nieht, je nachdem die ungerade Primzahl р, durch 4 getheilt, den 
Rest 1 oder 3 lässt, und dass diese Congruenz im ersten Falle 
stets zwei Wurzeln hat. Demmach werden die Zahlen m, welche 
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Primtheiler von der Gestalt 4r+3 haben, von der Darstellbarkeit 
als Normen eigentlicher eomplexer ganzer Zahlen ausgeschlossen, 
und es bleiben nur die Zahlen übrig, welche keine anderen un- 
geraden Primtheiler als solehe von der Gestalt 4r+1 enthalten. 
Aus diesem Grunde treten die Primzahlen von der Gestalt 474-3, 
welehe bekanntlich in dem Gebiete der complexen ganzen Zahlen 
die Eigenschaft von Primzahlen behalten, in der anzustellenden 
Betrachtung überhaupt nicht auf. 

Ich werde jetzt zeigen, dass jede Primzahl p von der Form 
Ar LI dureh die Gleichung (1) in der Weise dargestellt werden 
kann, dass die betreffende complexe Zahl 4,+7A,, zu einer beliebig 


gegebenen Classe von Auflösungen der Congruenz 


(3*) E+E = 0 (mod. р) 
oder zu der entsprechenden Wurzel der Congruenz 
(6*) w +1=0 (mod. р) 


gehört. Weil die gesuchte complexe Zahl 2,+44,, nicht gleich dem 
Product von zwei complexen ganzen Zahlen sein kann, deren Nor- 
men von der Einheit versehieden sind, so ist sie eine unzerlegbare 
complexe Zahl oder eine complexe Primzahl. Mit einer bestimm- 
ten Wurzel œ von (6% und einer beliebigen durch p nieht theil- 
baren Zahl £, bilde man das System von Zahlen 

(7) so, & (mod? р), 


und wähle ein Paar denselben respeetive eongruente Zahlen so, 
dass jede derselben numerisch kleiner als Ap ist. Diese Zahlen 
können nieht gleichzeitig durch p aufgehen. Ich werde dieselben 
mit Herausheben ihres grössten gemeinsamen Theilers т, der dann 
auch nicht durch p theilbar sein kann, folgendermassen bezeichnen: 
(8) жо, E Ëp ®о„ = E (mod. p), 
(9) 0+0 == 0. 
Nunmehr hat die Norm 7° (e+e) die Eigenschaft, durch p auf- 
zugehen und kleiner als 3р? zu sein, mithin hat auch der Factor 
eter, diese Eigenschaft. 

Demnach besteht für die eigentliche complexe Zall e,+ie,, 
die Gleichung 
(10) ek Dé = pt, 
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wo die Zahl ¢ kleiner als 4p ist, und es gelten die Congruenzen 
I1 Oy Ë+ 0E a = 0 (mod. р) 
(11) S 

( °з» + & = 0. 


Man kann jetzt aus der eigentlichen complexen Zahl o, tie. 


(1) 


eine andere eigentliche complexe Zahl o + dei. ableiten, welche 


den in (10) und (11) ausgedrückten Bedingungen genügt, und bei 
der auf der rechten Seite von (10) der Factor von p kleiner als 
t ist. Es mögen zwei Zahlen у und у, gewählt werden, die 
den Congruenzen 

(12) Po = fu: Ф = 0 (mod. Ü) 

geniigen und numerisch kleiner oder höchstens gleich % 7 sind. 
Dann hat man eine Zahl 

(13) 92+, = 4010 
bei der (® < y% ist, und die, weil ё < 4p ist, keinenfalls dureh p 
aufgeht. Wird jetzt das Product (іф) (@)+%@,5) gebildet, so 
miissen die reellen Bestandtheile desselben durch ¢ aufgehen; da 


(i) 


ferner die Norm des Products gleich р 2 é ist und deshalb durch 
ы 2 SG а 

р, aber nicht durch p° aufgeht, so hat der grösste gemeinsame 

` . + ` 1 ИЙ Ras 

Theiler jener reellen Bestandtheile die Gestalt t” t, woz!” nicht 


dureh р Ge Ai sein kann. Deinnach wird eine eigentliche eom- 


plexe Zahl a + ig) 


(14) (фор) (eotie) = 1” t (о, +70) 


definirt. Aus (11) erhält man durch Multipliciren und Addiren 
die Congruenzen 


durch die Gleichung 


Gan (ei Д +e a= "Ce р) 
(15) yd) a), 
| d'Seel Els 


welehe, da weder £ noch <" dureh p aufgehen, die Congruenzen 
{ о E Eos 8, =0 (той. р) 

(16) 
| era a0 


nach sich ziehen. Andrerseits folgt aus (10), (13), (14) die Glei- 
chung 
Lipschitz, Summen von Өзайга дуу гсїп.ОгО.р! 2 
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(oh? up سے‎ d 
(17) O = Pome 
Р a) 
wo der Factor # 1 mithin auch der Factor , ne Af ist. Wie 
ms = 
behauptet worden, haben die mit der eigentlichen complexen 
a 


+0, gebildeten Relationen (16), (17) respective die 
Al 

Gestalt von (11), (10), und der Factor ` ist Jedenfalls kleiner 
(т у 


Zahl Du 


als der Factor Ё. Somit kamm das angegebene Verfahren wieder- 
holt werden, um den auf der rechten Seite von (10), beziehungs- 
weise (17), erscheinenden Faetor von p mit jedem Schritte mehr 
herabzudrücken, bis derselbe für eine eigentliche complexe Zahl 
¢” + io) gleich der Einheit wird. Dann aber gelten die Re- 
lationen 

(18) и = р, 


GET رع‎ =0 (mod. p) 


19 
( ) Kë +e E =), 


welche eine zu der gegebenen Congruenzlésung (&,, €) gehörende 
Darstellung der Primzahl als Norm der complexen Primzahl 
D til? enthalten. Die complexen Zahlen, welche aus der vor- 
liegenden durch Multiplication mit einer Einheit hervorgehen, ent- 
sprechen derselben Congruenzlösung; von diesen vier complexen 
Primzahlen ist eine herauszuheben und zur Anwendung zu be- 
nutzen. Offenbar liefert die conjugirte complexe Primzahl 
eo {об dureh ihre Norm eine Darstellung der Primzahl p, 
welehe zu der anderen Classe von Congruenzlösungen (Е, —E£,) 
gehört; denn es kann niemals (&,, &) mit (ë, —-§) aequivalent 
sein, weil sonst 2&, durch р theilbar sein müsste, was unmöglich 


ist. Die eomplexen Zahlen, die aus en -ioy dureh Multiplication 
mit einer Einheit entstehen, entsprechen selbstverständlich wieder 
der gleichen Congruenzlösung, und auch von diesen vier com- 
plexen Primzahlen ist eine bestimmte herauszuheben und zur An- 
wendung zu bestimmen. 
Es ist jetzt wesentlich, die nothwendigen und binreichenden 
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Bedingungen dafür aufzusuchen, dass in dem Produet von zwei 
eigentlichen complexen Zahlen A+, und ut, die beiden 
reellen Bestandtheile durch die Potenz einer ungeraden Primzahl 
р’ theilbar sind. Aus den zu befriedigenden Congruenzen 
Lu, Ag Mu Ayo =0 (mod. p”) 

Mo ka + ta» =0 
folgen die Congruenzen 

(21) lo (2+2) =0, и,» GHÉ) = 0 (mod. р?) 

(22) (us kasel Ay = 0, (+t) A, =0 (mod. р). 


ig К D D D = -9 
Weil aber u und pu ohne Theiler sind, muss die Norm A +A, 
у 


(20) 


е0 
2 " o o s 2 2 
weil A, und A ohne Theiler sind, die Norm «+14, durch p 
aufgehen. Nach dem Fritheren gehört also die eigentliche com- 
©? D D 
plexe Zahl A +, zu einer bestimmten Classe von Congruenz- 
lösungen (Е, £) modulo p”, desgleichen die eigentliche complexe 
D 213 Së D 2 3 to] 
Zahl gi. Fit, zu einer bestimmten Classe von Congruenzlösungen 
цо D D 
D ) modulo p”. Setzt man fest, dass eine complexe Zahl für 
Ns Na 7 Й ] 


eine reelle Zahl als Modul eongruent der Null heissen soll, wo- 
fern die beiden reellen Bestandtheile dureh die reelle Zahl theil- 
bar sind, so lassen sich die zu der Definition der Congruenz- 
lösungen (ë, E) dienenden Congruenzen (2) in die eine Con- 


eruenz 


(23) (A, Fil (E +i) = 0 (mod. p”) 
zusammenfassen, und die Congruenzen (20) in 
(24) (ишы) (latila) = 0 (mod. p”). 


In Folge von (23) muss die Lösung (E, &) mit (2,, —A,), 
die Lösung (у, a) mit (д, 165) aequivalent sein. Aus (24) er- 
giebt sieh aber, dass die Lösung (д, £45) mit der Lösung (Ay, —A,,) 
acquivalent ist. Es besteht also die gesuchte nothwendige Be- 

. . . т 2 9 2 2 
dingung darin, dass jede der Normen А+; und кеит, durch 
р” theilbar ist, und dass die Congruenzlösingen (и, н) und 
(Ay, Ay) aequivalent sind; ferner zeigt die umgekehrte Wieder- 
holung derselben Betrachtungen, dass diese Bedingungen auch 
hinreichend sind. 


Mit Hilfe dieses Satzes kann man für jede Potenz einer 
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ungeraden Primzahl p” eine zu einer beliebig gegebenen Con- 
gruenzlésung (©, С,) gehörende Darstellung als Norm einer eigent- 
lichen eomplexen Zahl ableiten, wofern eine zu der Congruenz- 
lösung (E,, &) gehörende Darstellung der Primzahl p als Norm 
der complexen Primzahl e, Fie, vorliegt. Die modulo р! gege- 
bene Lösung (&,, &) kann modulo p betrachtet werden, und muss 
dann entweder mit (&,, &,), oder mit (&,, —&,) aequivalent sein. 
Ich nehme das erstere an, da im zweiten Falle die conjugirte 
Zahl e,—ie,, zu der Lösung (&,, &) gehört und statt о, + ie, 
genommen werden kann. Aus dem soeben bewiesenen Lemma 
ergiebt sich nun, dass, wenn von 0-20; die successiven Potenzen 
gebildet werden, die reellen Bestandtheile der hervorgehenden 
eomplexen Zahlen nicht gleichzeitig durch p theilbar sein können, 
mithin überhaupt ohne gemeinsamen Theiler sind, und dass 
(e,+ie,,) zu der gegebenen Congruenzlösung (С, ¢) gehört. Es 
folgt nämlich aus der Congruenz 
(25) (GEI =2%, (&+i8,) (mod. р), 
dass eine beliebige у'їе Potenz der Zahl g,+ie,, zu einer Con- 
gruenzlösung gehört, welehe modulo p mit der Congruenzlösung 
(&,, &,) aequivalent ist. Die gegebene Congruenzlösung (2, 5) 
ist aber nach der Annahme modulo р mit (€,, E) aequivalent, 
während modulo p” ausser (Č, 5) nur noch die zweite Con- 
gruenzlösung (Č, —C,) existirt, die modulo p mit (&,, —&,) aequi- 
valent ist. 

Für eine ungerade Zahl m, die ein Product von ungeraden 
Primzahlen der Form 4r+1 sein muss, 

m=p g, 
ergiebt sich eine Darstellung, die zu den für die Moduln p”, d... 
gegebenen Congruenzlösungen gehört, in entsprechender Weise, in- 
dem man für die Primzahlen р, g, ... die den correspondirenden 
Congruenzlösungen zugeordneten complexen Primzahlen o, +7¢,,, 
gi, .. . aufsucht, und das Product 
(eotie) (0,+i0,)° -= a+b 

bildet. Dann ist a + db die gesuchte eigentliche complexe Zahl, 
bei der a und b modulo 2 ungleichartige Zahlen sind, und welche 


die Gleichung 
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a+b =m 


erfüllt. Um endlich das Doppelte einer ungeraden Zahl © їп 


+ и В 
der analogen Weise darzustellen, muss > ein Product von unge- 


raden Primzahlen von der Form 4r+1 sein. Man hat dann nach 
dem angegebenen Verfahren eine eigentliche complexe Zahl 
a’+ib' zu bestimmen, für welche 


ist, und die Zahlen a’ und Ar modulo 2 ungleichartig sind. Da 
ferner die Norm der Zahl 1 +i gleich 2 ist, so ist 14-4 eine com- 
plexe Primzahl, und es wird die bezeichnete Aufgabe durch das 
Product (1+i) (a'+ib') = a+ib gelöst. Es sind somit für alle 
Zahlen, welche Normen von eigentlichen eomplexen Zahlen sein 
können, eigentliche complexe Zahlen, die zu den sämmtlichen mög- 
lichen Congruenzlösungen gehören, als vorhanden nachgewiesen, 
und durch Multiplieation von eomplexen Primzahlen dargestellt. 
Es wird sich zeigen, dass, wenn man zu jeder der bezeichneten 
complexen Zahlen eine der vier Einheiten als Factor hinzufügt, 
alle eigentlichen complexen Zahlen erhalten werden, welche die 
Gleichung (1) erfüllen, und zwar jede ein Mal. 

Wenn eine eigentliche complexe Zahl A,+i4,, gegeben ist, 
deren Norm m entweder ungerade oder das Doppelte einer unge- 
raden Zahl ist, so erhält man die Darstellung dieser Zahl durch 
Multiplieation von eomplexen Primzahlen folgendermassen. 

Man suche für die in m enthaltenen ungeraden Primzahl- 
potenzen p”, d ..., wo die siimmtlichen Primzahlen р, g,.. von 
der Gestalt 4r+1 sein müssen, die Congruenzlösungen auf, denen 
otip zugehört, nehme für die einzelnen Primzahlen р, q, ... 
respective die complexen Primzahlen @,-+7¢@,,, Cot idj, .., welche 
nach den Moduln р, 9, ... zu den eorrespondirenden Congruenz- 
lösungen gehören, und nach einer obigen Bemerkung eindeutig 
ausgewählt sind, und bilde das Produet der Potenzen 

logt ioy) (o, + i0 it DEE 
zu welchem, wenn m das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, noch 
der Primfactor 14-2 hinzugefügt wird. Das Ergebniss der Multi- 
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plication heisse @+ib. Dann folgt aus dem Vorhergehenden, dass 
der reelle und imaginäre Theil des Produets 
(2042) (ab) 

durch m theilbar sein muss. Weil andrerseits die Norm dieses 
Products gleich m? ist, so ist dasselbe gleich dem Produet der 
Zahl m in eine complexe Zahl von der Norm Eins, d. h. in eine 
der vier Einheiten 1, —1, û, 3. Wenn die Zahl m gleich einer 
ungeraden Primzahl p ist, so folgt hieraus, dass die betreffende 
Zahl A,+i4,, gleich dem Product von einer der vier Einheiten in 
die zu der gleichen Congruenzlösung gehörende eindeutig ausge- 
wählte complexe Primzahl e,+7g,, sein muss, Allgemein wird 
die gegebene eigentliche complexe Zahl als ein Product aus einer 
der vier Einheiten in ein Product von eomplexen Primzahlen dar- 
gestellt, welche eindeutig ausgewählt und abgesehen von ihrer 
Reihenfolge vollständig bestimmt sind. Durch diese Betrachtung 
wird bewiesen, «lass in der obigen Aufstellung in der That alle 
eigentlichen complexen Zahlen enthalten sind, welche die Glei- 
chung (1) befriedigen, und zwar wird jede auf alle Arten durch 
Multiplication von complexen Primzahlen erzeugt, indem die com- 
plexen Primzahlen in ihrer Anordnung auf alle mögliehen Arten 
vertauscht werden. Zugleich ergiebt sich für die Anzahl der be- 
treffenden Zahlen die bekannte Bestimmung, gleich dem Vier- 
fachen derjenigen Potenz von Zwei zu sein, deren Exponent 
gleich der Anzahl der in m enthaltenen verschiedenen ungeraden 
Primzahlen », q... ist. 

Aus (7) des vorigen art. ist zu schliessen, dass alle Substi- 
tutionen von der Determinante 1, welche eine Summe von zwei 
Quadraten in sieh selbst transformiren, und deren Coeffieienten 
rationale Zahlen sind, auf eine eigentliche complexe ganze Zahl 
+(,+34,,) zurückführen; man erhält also alle betreffenden Substi- 


tutionen, indem man in die dortigen Gleichungen (14) 


TIER е 
“0 А کے‎ ус د2202‎ 
ee u ER 
One? 0 


alle eigentlichen complexen ganzen Zahlen einsetzt. Es lässt sich 
leicht entscheiden, unter welchen Umständen bei diesen Ausdrücken 
3 
12 
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= . ек BG 2 2 
haben. Jeder solche Theiler muss gleichzeitig in 247 und 24), 


enthalten sein; weil 4, und A, keinen gemeinsamen Theiler haben, 
so sind auch 2 und = ohne einen solehen, mithin kann jener 
gemeinsame Theiler nur Eins oder Zwei sein. Wenn 4+4 gleich 
einer ungeraden Zahl ist, wird der Zähler des Ausdrucks von 
«ү ungerade, wenn Ath, das Doppelte einer ungeraden Zahl 
ist, wird der Zähler von o. gerade, während der Zähler von o. 
stets gerade ist. Es erscheint demnach im ersten Falle kein ge- 
meinsamer Theiler, im zweiten Falle der grösste gemeinsame 
Theiler Zwei, der sich forthebt, so dass wieder eine ungerade Zahl 
als Nenner bleibt. Für jede Substitution mit rationalen Coeffi- 
eienten, welehe zwei Quadrate in sich selbst transformirt, muss 
also der kleinste gemeinsame Nenner, auf den die Coeffieienten 
gebracht werden können, eine ungerade Zahl sein, deren sämmt- 
liche Primfaetoren von der Form 4r+1 sind. 


3. 


Um die Regeln für die Rechnung mit Quaternionen aus der 
Transformation einer Summe von drei Quadraten in sich selbst 
zu entwickeln, sei eine lineare mit den reellen Coefficienten 
Gu: 0: Gan versehene Substitution gegeben, welche die reellen 
Variabeln z,, Z,, 2, als Funetionen der reellen’ Variaben y, 
Ya, Y, darstellt, 

| Zi = 0, Y1 +9 Yat M3 Ys 
(1) Ty = Ga ۴ Oy Yot Org Ys 

| Fy = Gu Y1 E gas Yat lag Ys » 
und die Gleichung 
(2) tet = Y +H +H, 
hefriedigt; die Substitutionsdeterminante sei gleich der positiven 
Finheit. Offenbar bleibt die Gleichung (2) erfüllt und der Werth 
der Determinante ungeändert, wenn man eine andere Substitution 
anwendet, welche aus der gegebenen hervorgeht, indem die Co- 
effieienten von irgend zwei Vertiealreihen negativ genommen 
werden. Bildet man für jede dieser Substitutionen ein zugeord- 
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netes System, bei dem zu jedem Element, das sich in der von 
oben links nach unten rechts laufenden Diagonale befindet, die 
Einheit addirt wird, und vergleicht die vier entsprechenden De- 


terminanten 
| 
ац+1, 9% Gs atl, es 
(3) вл, 9+1, a, » (8а) Gy, ttl, "Gs 
Gau: 55 Ogg + 1 Car 985, Ay + I 
Gut), fax "Dr “tl, Tax fra 
(3b) Oy) Ay tl, "Ga 5) (8с) ga: 9+1, a, 
631, “ytl, gg] Da: 05, 931 | 


so zeigt sich, dass dieselben nicht siimmtlich gleich Null sein 
können. Weil bei der Substitution (1) jedes Element dem gleich- 
namigen adjungirten Element gleich ist, erhalten die vier Deter- 
minanten beziehungsweise die Werthe 


Ar 2720, 1205 +20,,, (da) 924-20) A, Mm 


(4b) 2—20, +20, — 2a. 


33) 


(de) 2-24, 20 ess 


deren Summe gleich der Zahl 8 ist. Es muss daher wenigstens 
eine der Determinanten einen von Null verschiedenen Werth 
haben. Mithin kann aus jedem gegebenen System ein System (1) 
erhalten werden, bei dem die zugeordnete Determinante (3) nicht 
gleich Null ist, und diese Annahme wird von jetzt ab gemacht 
werden. 
Ich werde jetzt auf Grund von (1) die Differenzen z,—y,, 
Zu an 2%, als Functionen der Summen 2, Lu, 2,+%,, 
£, +y, ausdriicken. 
Man erhält aus (1) die Gleichungen 
zty = (a +1) y+ “a Yat “3s 
(5) < 2+9, = ga Mi Fiat) + 3 Ys 
( Ta tY = Ga 91+ Ge Ya (Cag + 1) уз, 
welche eine eindeutige Bestimmung уоп у, Ya, Yy durch 2 FY,, 
kä, %,+Y, liefern, da die zugehörige Determinante (3) nach 
der getroffenen Voraussetzung von Null verschieden ist. Somit 
entstehen die Resultate 
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i d Е (ezta) (@, AY.) Fiat pp) (аз) 
he Jam Еа ea, 
(6) Det Ann (a Gy) (21 F9, + (Hyg "gel (аз +9) 
; dt 1+ e ttt 03 
А.а (stg) (FY) (04) (THY) 
сы te 1+0 eg sg 


Die vorliegenden Coefficienten, die ein schiefes System bilden, 
stelle man als Brüche mit einem beliebigen von Null verschiede- 
nen Nenner A,, wie folgt, dar 


\ = em ЕЛА Аз СЕЖЕ “зт 432 2 Ав 
(7), 1+6 +e, +з A 1+0 6-р ` Aal! ra, Thy tgs A,” 
Athy = 0, Aki = 0, Aptis, =0, 


wodurch (6) die Gestalt erhält 


= А (Ty +Y) Fis (83 Fil 


1793 io 
А, Lë TY JR, (a ku ) 
(8) = эл “17771 7 3 8 
0 
= Ag, бе, 101) 26А, (taty) 
TY = E TF D 


oder nach Multiplication mit A, 
Ay Litho Ly A == hy Fins Mert his Ys 
(9) Ао ТА Zat وت رو‎ = Ay YA, Yat des Ys 
Ава Аз Tyto وت‎ == Aa ل‎ Ags tie My 
Die Determinante der Coefficienten hat sowohl links als rechts 
den Ausdruck 
9% ОАА), 
Multiplieirt man die drei Gleichungen (9) der Reihe nach mit 
dogs Åg Аз und addirt, so entsteht nach Weglassung des von Null 
verschiedenen Factors 2, die Gleichung 
(10) yg А رة + رت‎ == An th, Yat Aye Yo, 
welche zu (9) als vierte hinzuzufügen jet. 
In dem auf diese Weise vervollständigten System enthält 


jede Vertikalreihe der Coefficienten auf der linken und rechten 
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Seite die vier Elemente, nur in verschiedener Folge und zum 
Theil mit der negativen Einheit multiplieirt. Man kann daher, 
nachdem die Ausdrücke derselben Seite successive mit der Ein- 


heit und drei Symbolen f, Zus, fy, multiplieirt und addirt sind, 


ә» Tue 
Rechenregeln für die Symbole aufsuchen, durch welche das links 
und rechts resultirende Aggregat die Gestalt eines Products an- 


nimmt. Damit das Aggregat der linken Seite dem Produet 


(11) (loti А+ Aig + tag Zag) (iH ip Zot is т), 
das Aggregat der reehten Seite dem Product 
Е оче E, Яа. P 
(12) (Yi Fi Yat ig We) (ia Ara mg Mst tos А) 
gleich werde, hat man für die Symbole ty, ig, Ze die Relationen 
festzusetzen 
ip =—l, 5 = —1, 

(13) | Val EES a л 

з 9 = bag) з Ya 13, bag з Е 1р. 


Unter der Annahme des associativen Gesetzes für die Symbole 
folgt die Relation 


> > 
* GG ke 
(13) et. 
Indem ich ferner annehme, dass 
(14) ЕЧ o ag? г 


sein soll, werden alle Relationen von einer Vertauschung der 
Zeiger 1, 2, 3 unabhängig. Bei der Bezeichnung 

(15) i= 115, J= La, E= و‎ 
gehen die aufgestellten Relationen in die Regeln über, welche 
Hamilton für die Rechnung mit den®Einheiten der Quaternionen 


eingeführt hat, und der Ausdruck 


(16) hoti Art tig Anti Ав 
verwandelt sich in die Darstellung des Quaternions 
(17) АА. 


Die in (13), (18 *) und (14) enthaltenen Regeln lassen sich dahin 
zusammenfassen, dass man die Einheiten fo, Zu, 25 dureh drei 
Primitivzeichen k,, k,, k, so ausdrückt 
(18) by = Ё, hy, Gh hy, bog = hy hey, 
und festsetzt, es solle für die Primitivzeichen das associative Ge- 
setz gelten und für jeden Zeiger а 
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(19) k=, 

fiir jedes Paar verschiedener gas a und b 
(20) kk, =—k_k, 
sein. 


Aus dem Bisherigen geht hervor, dass die Gleichungen (9) 
und (10) mit Hülfe der Bezeichnungen 
да а tista =, tat = X 
Д ба ti = - J, Fa Yat hs Y = Y 
in die eine Gleichung zusammengefasst werden können 
(22) AKSEN 
Die festgesetzten Regeln haben zur Folge, dass die Multiplication 
zweier Quaternionen wieder ein Quaternion liefert, dass dureh die 
Aenderung der Reihenfolge der Factoren eine Aenderung des 
Resultats bedingt wird, und dass bei der Multiplication mehrerer 
Quaternionen das associative Gesetz gilt, vermöge dessen das Er- 
gebniss durch eine Aenderung der Zusammenfassung der Factoren 
mit Beibehaltung der Reihenfolge nicht geändert wird. Ferner 
ergiebt sich, dass das Product eines Quaternions „7 їп das Qua- 
ternion 
(23) -f = hytin Atta Agtis Aas, 
welches das zu A conjugirte Quaternion genannt wird, bei jeder 
der beiden Anordnungen der Multiplication dieselbe reelle Grösse 
liefert, die Norm des Quaternions A, 

(24) et Ay Fs) 

welehe in dem Ausdruck (9*) als zweiter Factor enthalten ist. 
Offenbar ist dem Quaternion Æ’ wieder das Quaternion -Z eon- 
jugirt, und N (7) = N (A) (S. Hamilton, Lectures on Quater- 
nions, p. 87). 


(21) 


Von einer Substitution (1) ausgehend, bei der die zugeord- 
nete Determinante (3) nieht verschwindet, habe ich die Glei- 
chung (22) abgeleitet, in welcher A, eine von Null verschiedene 
Grösse bedeutet. Nimmt man umgekehrt ein beliebiges Qua- 
ternion, in dem A, nicht gleich Null ist, und bildet damit nach 
der Vorschrift von (22) eine Gleichung, so stellt dieselbe den In- 
begriff der Gleichungen. (9) und (10) dar, bei denen (10) eine 
Folge von (9) ist. Aus (9) ergiebt sieh leicht, dass die Gleichung 
(2) erfüllt sein muss, ferner erhält man, da die Determinante (9*) 
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nicht verschwindet, eine vollständig bestimmte Substitution (1), 
deren Determinante gleich der positiven Einheit ist, und deren 
Coefficienten die folgenden zuerst von Euler gegebenen Aus- 
drücke haben, 


= Wë Au" Luck Aa y 2(A, Au "Aus А) y 2(A 0 Ast Ars А) y 
I Sees р р BE 2 d ail wee 2 2 8 
AFA Kati i ХОА А + Age in Leck tis 
I1) Ast, + KA Le Ais) 
== —5 3 = ht Е -r 2 S U3 Zeg адв), Ys 
ЛАЪ Aig + oy А an A ot Eer 
2 Koks Fäsch). ФМ, Ay Аз) atiis ووو‎ 
a E 2 gr = ER EE 
iy tet); eth эз Peer rat kat ig А 


Für die betreffende Abhandlung Eulers, Problema algebrai- 
cum ob affectiones prorsus singulares memorabile (N. Comm. XV, 
1770, р. 75. Exhib. 1770, Mart. 5, Comm. ar. I, р. 427) hat Jacobi. 
in einem Aufsatze ein besonderes Interesse an den Tag gelegt, 
der aus seinem Nachlasse unter dem Titel: Bemerkungen zu einer 
Abhandlung Eulers über die orthogonale Substitution, in dem 
dritten Bande der gesammelten Werke veröffentlieht ist. 
Die zugeordnete Determinante (3) bekommt den Werth 

+A а Fs 

der von Null verschieden ist. Alle Quaternionen, bei denen 4, 
nicht Null ist, führen also auf solehe Substitutionen (1) zurück, 
hei denen die entsprechende Determinante (3) nicht verschwindet. 

Da eine Substitution (1), bei weleher die zugeordnete De- 
terminante (3) nicht gleich Null ist, aus einer beliebig gegebenen 
erhalten wird, indem man eventuell die Coeffieienten von zwei 
Vertikalreihen mit der negativen Einheit multiplieirt, so entstehen 
alle Substitutionen (1) überhaupt, wofern man die bis jetzt be- 
trachteten Substitutionen mit denjenigen Substitutionen zusammen- 
setzt, welche bewirken, dass bei irgend einem Paar von Ver- 
tikalreihen die Coefficienten mit der negativen Einheit multi- 
plieirt werden. Für die zweite und dritte Vertikalreihe leistet 
dies die Substitution 
(26) ,وھ = ول ,وک رل )4% = رل‎ 
welche durch die eine Gleichung ersetzt werden kann 


(26) 
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(27) It) == Lë: ә Sothys Sal ӧз: 

Ftir die dritte und erste Reihe kommt in gleicher Weise 

(27a) Za yet) = (21 Hii 2540 23) (431), 

für die erste und zweite 

(271) ty Dir +i Ya Fg Ya) = (2, Fa Zot iig 23) (ia). 
Es sei nun 

(28) e tip tig 2, = Z, 


und beziehungsweise 
(29) vd = б, Ta: he 

(d = is б, "har 
dann erhalten (27), (27a), (27b) die Gestalt 
(30) ir AN, 
und es folgt aus (22), indem links mit J multiplieirt wird, nach 
dem associativen Gesetze das Resultat 
(31) JAX=ZJ Ah, 
In dieser Gleichung, welehe aus (22) hervorgeht, indem man J 4 
für 7 einsetzt, und die (22) umfasst, sobald J=1, J =1 ge- 
nommen wird, ist nach dem Vorhergehenden jede Substitution von 
der Determinante 1 dargestellt, welche die Gleichung (2) befrie- 
digt. Aus einem Quaternion 7, in welchem A, von Null versehie- 
den ist, gehen dureh den links hinzugefitgten Factor J= ig, tg, 
ipə solche Quaternionen von derselben Norm hervor, in welchen 


respective der Factor von ix, ty, fu vou Null verschieden ist. 
Weil aber in jedem Quaternion, dessen Norm nicht gleich Null 
ist, wenigstens ein reeller Bestandtheil von Null verschieden ist, 
so wird jedes Quaternion, dessen Norm nicht verschwindet, ent- 
weder, wie in (22), durch 4, oder, wie in (31), durch JZ aus- 
gedrlickt. 

Wenn man daher festsetzt, dass in (22) das Quaternion A 
nur die eine Bedingung erfülle, dass seine Norm nicht Null sei, 
so wird (31) von (22) eingeschlossen, und (22) repräsentirt alle 
Substitutionen (1), deren Determinante gleich 1 ist; mithin kommt 
dann den Ausdrücken (25) unbeschränkte Gültigkeit zu. 

Vermittelst eines beliebigen Quaternions von nieht versehwin- 
dender Norm - 

(32) Hoti ya ir з tss Mos = H 
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möge eine zweite Substitution (1) nach der Art von (22) darge- 
stellt werden, welche von den Variabeln y,, Y3, Y4 zu den Varia- 
beln 2;, 2,, 2, führt, 

(33) MY=ZM. 

Alsdann liefert die auf (22) angewendete Multiplication vermöge 
(les assoeiativen Gesetzes die Gleichung 

(34) Max LMA, 

bei welcher in Folge der Zusammensetzung der Substitutionen das 


Produet der Quaternionen 
MA 


eingetreten ist. Wie sich leicht ergiebt, ist demselben das Qua- 
ternion 
А М 

eonjugirt. Die Norm des Products MA erhält demnach den 
Werth 
(35) NMA) = MAA W =N (IDN (A), 
das heisst, die Norm eines Products ist gleich dem Product der 
Normen der Factoren. Da vorausgesetzt worden ist, dass N (4) 
und N (M) von Null verschieden sind, so muss auch N (WA) 
von Null verschieden sein. Hier möchte ich nieht unterlassen, 
zu bemerken, dass die Gleichung (35) mit dem erwähnten байле 
aus Art. 93 der Abhandlung Eulers: Demonstratio theorematis 
Fermatiani ete. den gleiehen Inhalt hat, und dass bei dem Vor- 
nehmen, von dem Eulersehen Satze dureh Anwendung der Mul- 
tiplieation zu der Gleichung (35) zu gelangen, die Regeln für die 
Rechnung mit Quaternionen erhalten werden (S. Hamilton a. a. O., 
preface, p. 47). 

Naeh den bisherigen Betrachtungen gehört jedes Quaternion 
A zu einer Gesammtheit von Quaternionen, die aus denselben 
reellen Bestandtheilen gebildet sind, dieselbe Norm haben, und 
in ähnlicher Weise eingetheilt werden können, wie Gauss in 
der Abhandlung über die biquadratischen Reste die complexen 
Grössen a+ib eingetheilt hat. Daselbst werden in der Gesammt- 
heit der 8 zusammengehörigen complexen Grössen (diejenigen 
assoelirt genannt, welche aus einem Individuum dureh Multipli- 
cation mit einer der vier Einheiten entstehen, dagegen je zwei 
eonjugirt, welehe denselben reellen Theil und den entgegenge- 
setzten Factor von 2 haben. Wenn man bedenkt, dass zu jedem 

www.rein.org.pl 


Eintheilung der zusammengehörigen Quaternionen. 31 


Quaternion „1 in (22) eine bestimmte Substitution (1), zu —f 
aber wieder dieselbe Subtsitution gehört, so kann man die Ge- 
sammitheit der zu einander gehörigen Quaternionen nach den Ver- 
änderungen eintheilen, welche dureh die Einsetzung eines anderen 
Quaternions in die Gleichung (22) bei der Substitution (1) her- 
vorgerufen werden. Es ist «н oben bemerkt, dass, wenn von 
A respective жп „ЮЛ, ty, it übergegangen wird, die Coeffi- 
cienten der zwei durch die Indices bezeichneten Vertikalreilen in 
(1) mit der negativen Einheit multiplieirt werden. Die Zahl der 
auf diese Weise zusammengehörigen Quaternionen ist gleich 8. 
Was die Qnaternionen anlangt, welche aus einem gegebenen 
“А = Ae ki Zu ور و‎ ٣ Aog 

entstehen, indem der reelle Theil 4, ungeändert bleibt, bei den 
übrigen reellen Bestandtheilen aber die Vorzeichen beliebig ge- 
wechselt werden, so hat man nach der eingeführten Bezeichnungs- 
weise 


A = hohe fig ts Zug ta has, 


0 

A Ah tg و۸‎ tts bag = tag Migs 
= А+ Aya t hig Aig tag А = و‎ ^ч, 
A, = Äer ba titig Aan ودا‎ Aan = tg Mig 
= Ag+ tp Zu tig Ag tag hog =- їз ia: 


Ay = hotin Arig Än ` An Aa = hy Mins 
My ۸ و‎ ri = ip tin. 

Die Wirkung auf die Substitution (1) besteht aber darin, 
dass dureh die Einsetzung von „7, die erste horizontale und ver- 
tikale Reihe, von 4, die zweite horizontale und vertikale Reihe, 
von 4, die dritte horizontale und vertikale Reihe ihre Vorzei- 
chen umkehren, während durch die Einsetzung von 7° statt A 
die horizontalen und vertikalen Reihen gleicher Ordnung mit ein- 
ander vertauscht werden. Die Gesammtzahl der bei der Combi- 
nation von beiden Operationsweisen erhaltenen zusammengehöri- 
gen Quaternionen beträgt 64, die Gesammtzahl der eorrespondi- 
renden Substitutionen 32; dieselben werden durch das angegebene 
in sich abgeschlossene System von Veränderungen aus einer ein- 
zigen abgeleitet. 
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4. 


Die so eben dargelegte Eintheilung findet ihre Anwendung 
bei den Quaternionen 
(1) A =h Hg Aug + ig Ars tige ووو‎ 
deren reelle Elemente iy, Ау, Аз, 4, ganze Zahlen sind, und zu 
deren Untersuchung ich mich jetzt wende. Damit die Norm eines 
solehen Quaternion gleich der Einheit sei, muss eines der be- 
treffenden Elemente gleich + 1 sein, während die übrigen gleich 
Null sind. Es wird also die gestellte Forderung nur von den 8 
Quaternionen 
(2) +1, Fis, Eig ы 
erfüllt, welche schon vorher ba beten genannt worden sind. Be- 
zeichnet man irgend eine derselben mit J, so gilt die schon frtiher 
angewendete Gleichung 
(8) N(J_A) = N(A). 

Es lässt sich nun zunächst nachweisen, dass die 8 Quater- 
nionen J_1 stets von einander verschieden sind, wofern N( 1) 
nieht gleich Null ist. Denn wenn fiir zwei verschiedene Einheiten 
J und J die Gleichung 

Ref ER EI 
gelten sollte, so müsste 
JO-J)A=0, 
mithin auch 
N(J®—-J) NA)=0 
sein, also J‘ = J, gegen die Voraussetzung. 

Je nachdem die in dem Quaternion -7 auftretenden ganzen 
Zahlen Ay, 249, Аз, Аз einen gemeinsamen Theiler haben oder 
nicht, werde ieh das ganzzahlige Quaternion ein eigentliches oder 
uneigentliches nennen. Aus dieser Definition folgt sogleich, dass 
die Norm eines eigentlichen ganzzahligen Quaternion entweder 
eine ungerade Zahl, oder das Doppelte oder das Vierfache einer 
ungeraden Zahl sein muss. Denn wenn die Norm gerade sein 
soll, so müssen unter den vier Zahlen Ay, А, Аз, Ag, entweder 
nur zwei ungerade oder alle vier ungerade sein; im ersten Falle 
hat die Norm die Gestalt 4r +2, im zweiten die Gestalt 8r +4. 
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Ein ganzzahliges Quaternion, dessen Norm eine Primzahl ist, 
kann nur das Product von zwei ganzzahligen Quaternionen sein, 
von denen das eine die Primzahl selbst, das andere die Einheit 
zur Norm hat, mithin selbst eine der 8 Einheiten (2) ist. In so- 
fern ist jedes ganzzahlige Quaternion, dessen Norm eine Primzahl 
ist, als unzerlegbar zu betrachten, und kann ein Primquaternion 
genannt werden. 

Gesetzt, essei ein eigentliches ganzzahliges Quaternion 4 ge- 
geben, dessen Norm gleich einer Zahl a ist, und es bedeute pr 
die Potenz einer in m enthaltenen ungeraden Primzalıl р. Weil 
nun nicht alle vier Zahlen 4), Ay, Аз, Аз durch p theilbar sein 
können, so lässt sieh immer ein Quaternion JA, dessen Norm 
ebenfalls gleich m ist, angeben, dessen reeller Theil nicht durch 
p aufgeht, und man darf daher voraussetzen, dass in dem vorge- 
legten Quaternion 44 die Zahl A, nicht durch р theilbar sei. Als- 
dann kann man für den Modul p” das System von Congruenzen 
bilden 

^ St Ay 5+А & = 0 (mod. p”) 
(4) € Ai Sitio Beki § = 0 
dig + 5+4 & =0, 
und zeigen, dass dasselbe durch ein System von drei Zahlen 
Б, $, § lösbar ist, die nicht sämmtlich dureh p aufgehen. Ich 
betrachte das System von Unterdeterminanten 
| De de Än Au "Zu ho Zu Am Aig 
(5) \ yg da Aar До +, Аз ААА 
| dy Аз hoy As, АА Ay) 0+4. 

Wären die drei in der Diagonale befindlichen Quadratsummen 
durch p theilbar, so müssten wegen der Gleichung 
(6) 10 +2 за = m 
dic Quadratsummen 

Katia: و‎ bag ba 
ebenso beschaffen sein, mithin auch 
2A, И, а. ОЛ, 
also, weil » eine ungerade Primzahl ist, ebenfalls die vier Basen 
der Quadrate, was gegen die Voraussetzung läuft. Jede in (5) 
3 


Lipschitz, Summen vou Quadraten 
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enthaltene Horizontalreihe liefert beziehungsweise drei Zahlen 
Е, &, &, die den Congruenzen (4) genügen, und da wenigstens 
eine in der Diagonale stehende Zahl nicht durch р aufgeht, so 
giebt die betreffende Horizontalreihe ein System von drei Zahlen, 
die nicht siimmtlich durch p theilbar sind. Ist z. B. hie nicht 
durch p theilbar, so kann man für & eine beliebige durch p nicht 
theilbare Zahl setzen, und es werden &, und & aus der ersten 
und zweiten Congruenz (4) folgendermassen eindeutig bestimmt: 
(7) Än Ag IOC LA Agy 4p 8, (25+ Ain) (mod. р") 
(8) zo, E Р E, = u, Е, (mod. p”). 
Wie im vorigen Art. aus (9) die Gleichung (10) abgeleitet ist, 
folgt aus den Congruenzen (4), da A, nicht durch » aufgeht, die 
Congruenz 
(9 de GE Zä ЕЯ hp £=0 (mod. p’). 
Wenn den Congruenzen (4) und (9) ausser dem so eben bestimmten 
System Zahlen &,, &,, E. noch ein zweites System Е. ES ED 
genügt, bei dem nicht alle Individuen durch p theilbar sind, so 
erkennt man leicht aus dem Gesagten, dass immer eine durch p 
nicht theilbare Zahl g existirt, vermöge deren die Congruenzen 
W Er 9%, EN = 98 (mod. р”) 
erfüllt werden. Zwei solcher Systeme E, E. & und Ei 4 ED, pi 
von denen das eine aus dem anderen durch Multiplication mit einer 
durch p nicht theilbaren Zahl erzeugt werden kann, mögen aequi- 
valent genannt und in eine Classe zusammengefasst werden. 

Aus den Congruenzen (4) folgt ferner, indem dieselben der 
Reihe nach mit &,, &,, &, multiplicirt und addirt werden, weil A, 
nicht durch p theilbar ist, die Congruenz 
(10) B+ + E; =0 (mod. р”). 

Es gehört also zu den Congruenzen (4) und (9) eine bestimmte 
Classe von Auflösungen, welche zugleich eine Classe von Auflö- 
sungen der Congruenz (10) ausmacht. 

Wenn man mit den drei Zahlen &,, &,, & den Ausdruck 
bildet 
(11) 1+1 Bothy 5 = E, 
во liefert das Aggregat der linken Seiten von (4) und (9), nach- 
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dem dieselben der Reihe nach mit 1, 2, 4,3, Ze multiplieirt sind, 
das Product AE. Es möge nun ein ganzzahliges Quaternion, 
dessen sämmtliche reelle Bestandtheile durch eine gewisse reelle 
Zahl theilbar sind, nach dieser Zahl als Modul congruent der 
Null genannt werden. Dann lassen sich die Congruenzen (4) und 
(9) zu der einen Congruenz 

(12) AZ = 0 (mod. р’) 

zusammenfassen. Wie leicht zu sehen, bleibt dieselbe auch noch 
erfüllt, wenn 4 durch J_1 ersetzt wird, so dass die 8 in der 
Bezeichnung J4 enthaltenen Quaternionen zu derselben Classe von 
Congruenzlésungen Е, &,, &, modulo p” gehören. 

Die Congruenzlösungen, zu denen respective die Quater- 
nionen Ai, Aig, Ai gehören, werden erhalten, indem man 
aus (12) die Folgerungen ableitet 

| “з (ig Fi) = 0 (mod. p”) 

1 Mig (iz, Zi) = 0 (mod. p”) 

| Ais (gy Biel = 0 (mod. p”). 
Es ist aber 


Lia 


(12) j iy 


(12*) 


йе = bitig 55—43 & 
= Ete Satis & 
= 01—15 Ets 88, 


so dass zu der Lösung š,, E, &, diejenigen hinzutreten, welche 
bei festgehaltenem Е, durch die Zeichenwechsel von Е, und E, ent- 


ie 
ei 


Int hy he 


ў” 


stehen. Die 4 Congruenzlösungen gehören zu vier verschiedenen 
Classen, so lange keine der Zahlen ë,, &, E durch den Modul 
aufgeht, hingegen nur zu zwei Classen, wofern eine der Zahlen 
durch den Modul aufgeht. 

Für diejenigen eigentlichen Quaternionen, welche gleich dem 
Doppelten einer ungeraden Zahl sind, ist es nothwendig, die Be- 
trachtung der Congruenzen (4) und (9) auch auf den Modul Zwei 
auszudehnen. Da in diesen Falle, wie schon bemerkt, unter den 
Zahlen Ao, Ay, 443) Žo zwei gerade und zwei ungerade sind, so 
kann man mittelst der Einheit J erreichen, dass in J4 der reelle 
Theil ungerade ist, und darf daher voraussetzen, dass in 7 die 
Zahl 4, ungerade sei. Alsdaun müssen in (5) unter den in der 


www.rcin.org.pl 


36 Anzahl der Classen von eigentlichen Auflösungen. 


Diagonale stehenden Quadratsummen zwei ungerade und eine 
. r 2 3 . 
gerade sein. Wofern z.B. A,+4,, ungerade ist, muss &, ungerade 


genommen werden, und es werden &, und & modulo 2 eindeutig 


2 
bestimmt. Es. zeigt sich also, dass die Congruenzen (4) durch 
ein einziges System &,,&,, & modulo 2 befriedigt werden, bei 
welehem nicht alle drei Zahlen gerade sind. Dasselbe Systen 
erfüllt dann auch modulo 2 die Congruenz (9) und die Congruenz 
(10). Die Congruenzlösungen, zu denen beziehungsweise Aig, 
Aig Ai,, gehören, werden auch jetzt durch (12**) dargestellt, 


sind aber offenbar aequivalent. Mithin gelten die gefundenen all- 
gemeinen Resultate bei allen eigentlichen Quaternionen für jede 
Potenz einer ungeraden Primzahl als Modul, und bei den eigent- 
lichen Quaternionen, deren Norm das Doppelte einer ungeraden 
Zahl ist, auch für den Modul Zwei. 


5. 


Die bisherige Betrachtung hat gelehrt, dass, wenn die Norm 
eines eigentlichen Quaternion gleich einer Zahl m ist, für jede in 
т enthaltene Potenz p” einer ungeraden Primzahl die Congruenz 
(1) B+8+8=0 (mod. p”) 
eine Auflösung haben muss, bei der nicht alle drei Zahlen durch p 
aufgehen, und die ich eine eigentliche Auflösung nennen werde. 
Demnach wird die Lösbarkeit dieser Congruenz zu erörtern, und 
die Anzahl der vorhandenen Classen eigentlicher Auflösungen zu 
bestimmen sein. 

Es sei zunächst у = 1, oder die Primzahl р selbst der Modul, 
und es werde mit denjenigen Lösungen begonnen, bei welchen 
Е, nicht durch р aufgeht. Dann kann man Е, = 1 nehmen, und 
mit Rücksicht auf (8) des vorigen Artikels statt (1) die Congruenz 
(2) w twt] =0 (mod. p) 
ins Auge fassen. Ihre Untersuchung lässt sich auf diejenige der 
Congruenz 


(3) 1+а = 5 (mod. р) 
zurückführen. Giebt man der letzteren die Gestalt 
(4) 1 = (6—a) (b-+a) (mod. p), 
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so lenchtet ein, dass die Zahlen 


(5) b—a=r, b+a=s 
nur die beiden Bedingungen zu erfüllen haben 
(6) r=s (mod. 2), 1=rs (mod. р). 


Da wegen der zweiten die Zahl > nicht durch р aufgehen kann, 
so genügt man den Forderungen in der allgemeinsten Weise, in- 
dem man für r ein System der р—1 übrigen modulo р incon- 
gruenten Reste setzt, und für jedes + das zugehörige s modulo р 
so bestimmt, dass es mit r modulo 2 gleichartig wird. Man er- 
hält somit y—1 Paare von Zahlen r,s und findet aus jedem der- 
selben die Zahlen a und 5 eindeutig, 


(7) =, aa. 

Die Congruenz (3) ist also immer möglich und hat stets р—1 
Auflösungen. Um nun zu der Congruenz (2) überzugehen, ist 
zu unterscheiden, ob die Primzahl р = 1 oder =3 modulo 4 ist. 
Im ersteren Falle ist —1 quadratischer Rest von p, also existirt 


eine Zahl д, fiir welche die Congruenz 


(8) ” =] (mod. р) 

gilt. Mithin kann bei jeder Lösung von (2) die Folgerung 
(9) 1402—08 wo, =0 (mod. р) 

gezogen werden; es genügen also die Zahlen 

(10) a= w, b=dw, (mod. р) 


der Congruenz (3), und umgekehrt liefert jede Lösung von (3) 
durch (10) ein Paar Zahlen w,, w,, welche (2) befriedigen. Die 
Anzahl der Lösungen von (2) beträgt daher ebenfalls p—1. Wenn 
dagegen p=3 (mod. 4) ist, so ist —1 quadratischer Nichtrest 
von р; daher kann bei den Lösungen von (3) die Zahl } niemals 
durch p aufgehen, während sich unter denselben stets die beiden 
Lösungen a=0, b= +1 (mod. p) befinden. Indem man diese 
beiden ausschliesst, bleiben von den vorhandenen p—1 Lösungen 
noch p—3 übrig, bei denen weder a noch b durch p aufgeht. 
Jede Gruppe von 4 Auflösungen + а, + Û stellt dann einen der 


= e 3 el > 
Fälle dar, in welchem einer der ”—— quadratischen Reste, um 
3 2 q >? 


die Einheit vermehrt, wieder einem quadratischen Rest gleich 
wird, und zwar werden auf diese Weise alle Fälle erschöpft. Es 
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one Е =. а e 
existiren somit genau e quadratische Reste, welche die ange- 


gebene Eigenschaft haben. Wenn man jetzt emen der noch 
übrigen gti 
4 
kann das Ergebniss nach dem Früheren weder durch p theilbar 
noch ein quadratischer Rest sein, und muss deshalb ein quadra- 
tischer Nichtrest sein. Weil nun jeder quadratische Rest dem 
Quadrat einer Zahl c, jeder quadratische Nichtrest gegenwärtig 
dem negativ genommenen Quadrat einer Zahl d gleich ist, jede 
der genannten Zahlen aber genau zwei Bestimmungen, respective 


quadratischen Reste um eine Einheit vermehrt, so 


К : +1 
+c und +d, zulässt, so liefert jeder der erwähnten £ Ce? quadra- 


tischen Reste je vier zusammengehörige Lösungen der Congruenz 
(11) 14+¢°=—d° (mod. р), 
die mit (2) zusammenfällt. Die betreffende Congruenz hat dem- 
nach, wenn p=3 (mod. 4) ist, stets »+1 Auflösungen. Für die 
Anzahl der Lösungen der Congruenz (2) ergiebt sich also, je 
nachdem p=1 oder =3 (mod. 4) ist, ein Unterschied, der auch 
bei der von Herrn Hermite in der angeführten Arbeit gegebenen 
Behandlung hervorgetreten ist. Bei der Frage nach der Anzahl 
der Classen von eigentlichen Auflösungen der Congruenz (1) gleicht 
sich indessen dieser Unterschied, wie sich zeigen wird, wieder aus. 
Wenn p=1 (mod. 4) ist, so kann in der Congruenz 
(12) E+E, +8 =0 (mod. р) 
die Zahl € auch durch р aufgehen; für diesen Fall darf dies aber 
nicht ausserdem für $, oder E, geschehen, weil man sonst keine 
eigentliche Lösung erhalten würde. Demgemäss liefert die Con- 
gruenz 
(12*) +E =0 (mod. p), 
wie bekannt und in Art. 2 ausgeführt ist, zwei Classen von eigent- 
lichen Auflösungen. Diese beiden Classen, zu den vorbin ge- 
fundenen Classen hinzugefügt, geben die Gesammtzahl von 
p+1 Classen eigentlicher Auflösungen. Ist p=3 (mod. 4), so 
würde die Voraussetzung &,=(0 (mod. р) zu der Congruenz (12*) 
führen, welche nicht erfüllt werden kann, ohne dass auch diese 


beiden Zahlen durch p aufgehen. Es kommt daher zu den ge- 
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fundenen Classen eigentlicher Auflösungen keine neue Classe hin- 
zu, und die Gesammtzahl beträgt ebenfalls p+1. 

Bildet man die Congruenz (12) für den Modul 2 
(13) E+E+E =0 (mod. 2), 
so existiren offenbar nur die drei eigentlichen Auflésungen 

ei А‏ کو eg‏ ا 
61 ,620 ,5221 )14( 
E Seel‏ 

Mithin gilt der allgemeine Satz: Die Congruenz (12) hat 
für jede Primzahl р die Anzahl p+1 von Classen von eigentlichen 
Auflösungen. 

Wenn ich mich nicht täusche, liegt in der unbeschränkten 
Gültigkeit dieses Satzes ein specifischer Charakter dieser Congruenz. 
Da in jeder Classe von eigentlichen Auflösungen p --- 1 Auflösungen 
zusammengefasst sind, so ist die Anzahl aller eigentlichen Auf- 


lösungen р“ — 1, und fügt man die eine wneigentliche Auflösung 
ZEHN (шой) 
hinzu, so ergiebt sich als Anzahl aller Auflösungen der Con- 
gruenz (12) für jede Primzahl р das Quadrat dieser Primzahl. 
Die Frage nach der Lösbarkeit der Congruenz (1) und der 
Anzahl ihrer eigentlichen Lösungen für die Potenz einer ungeraden 
Primzahl als Modul kann beantwortet werden, indem man mit 
einer gewissen Potenz beginnt und zu einer höheren aufsteigt. 
Sei E, E, & eine eigentliche Lösung von (1) modulo Па 80 
bilde ich mit drei Zahlen f, ty, £, die Ausdrücke 
Ethie E ON s Etip T, 
und werde erreichen, dass ihre Quadratsumme durch p” aufgeht. 
Da y>2, so ist 2(у — 1) 2 у, mithin darf bei der Bildung der 
Quadratsumme das Vielfache von ATI" fortgelassen werden, 


und es leuchtet ein, dass die bezeichnete Summe durch р? auf- 
geht oder nicht, je nachdem der Ausdruck 


2 2 2 
Arts 
y—1 

D 


(15) 


+ 2b, & +4, 8, +8,&) 


durch р theilbar ist oder nicht. Wie schon oben bemerkt, kann 
von den Zahlen &, &, &, nur eine durch р aufgehen. Sind z. B. 
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& und & nicht durch p theilbar, so kann man der Zahl ¢, alle 
incongruenten Werthe modulo » beilegen, einen beliebig gewähl- 
ten Werth f, festhalten, und bekommt dann für ¢, eine modulo р 
eindeutige Bestimmung, indem verlangt wird, dass (15) durch 
p aufgehe. Ebenso wohl kann man aber auch eine Einrichtung 
treffen, vermöge deren (15) nicht durch p aufgeht und deshalb 
die zugeordnete Quadratsumme nicht durch p” theilbar wird. Da 
bei dem angegebenen Lösungsverfahren ¢, nicht geändert ist, so 


gehören die aus der gegebenen Lösung &,, E, & für den Modul 


p” abgeleiteten р eigentlichen Lösungen zu lauter verschiedenen 
Classen, und es zeigt sich, dass die Anzahl der Classen von eigent- 
lichen Lösungen modulo p” genau рта] grösser ist, als die be- 
treffende Anzahl modulo sf. Demnach ist die Congruenz (1) 
auch fiir eine beliebige Potenz einer ungeraden Primzahl immer 
möglich, und hat die Anzahl 

0" (0+1) 
von Classen eigentlicher Auflösungen. 

Bei dem Uebergange von der Primzahl 2 zu ihrem Quadrat 
tritt aber eine Ausnahme ein. Weil eine eigentliche Auflösung 
der Congruenz 
(16) E+8+8=0 (mod. 4) 
erfordern würde, dass von den Zahlen £, &, & eine gerade ist 
und zwei ungerade sind, so müsste die Quadratsumme gleich 
dem Doppelten einer ungeraden Zahl sein, und kann deshalb 
nicht durch Vier aufgehen. Deshalb hat die Congruenz (16) keine 
eigentliche Auflösung. 


Nach den getroffenen Vorbereitungen lässt sich die Grund- 
aufgabe aus der Theorie der ganzzahligen Quaternionen behan- 
deln, wenn eine Zahl m gegeben ist, die entweder ungerade oder 
das Doppelte oder Vierfache einer ungeraden Zahl ist, dieselbe auf 
alle möglichen Arten als die Norm eines eigentlichen ganzzahligen 
Quaternion darzustellen, und jedes solche Quaternion auf alle 
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möglichen Arten durch die Multiplication von Primquaternionen 
zu erzeugen. 

Es sei für eine ungerade Primzahl p eine eigentliche Lö- 
sung der Congruenz 
(1) E+E+E =0 (mod. р) 


gegeben. Dann werde ich die Existenz eines eigentlichen Qua- 
ternion nachweisen, dessen Norm die Primzahl » ist, und das zu 
der gegebenen Classe von Congruenzlösungen gehört. Mit Hülfe 
der Zahlen ZS, Ss, &, bestimme man vier Zahlen, deren grösster 
gemeinsamer Theiler т heisse, durch die Congruenzen 
Oo = E Eier nd. у) 


so, dass jede derselben numerisch unter д p liegt; der gemeinsame 
Theiler т kann nicht durch р aufgehen. Setzt man jetzt 


(3) Oot hitia tis O1g + tog Ong = Р, 
(4) Ett, Eti = 5, 


so wird, da т mit р ohne Theiler ist, durch die Werthe 
Oy = Åy fu = ue Cig = Agr Cos = Aas 
das System Congruenzen (4) und (9) in Art. 4 erfiillt, das in (12) 
zusammengefasst ist. Demnach gilt gegenwärtig die Congruenz 
(5) PZ=0 (mod. p). 
Die Norm des Quaternion P ist gleich dem Aggregat von 


о 1 А “ae 
vier Quadraten, deren jedes unter der Grösse ES liegt, mithin 


liegt der Werth selbst unter р. Da die Norm durch р aufgeht, 
so besteht die Gleichung 
(6) N(P) = pt, 
wo ¢ kleiner als р ist. Wäre £ gleich der Einheit, so würde das 
Quaternion P die gestellte Aufgabe direct lösen. Für den Fall, 
dass ¢ nicht gleich der Einheit ist, bestimme man vier Zahlen so, 
dass sie den Congrnenzen 
(7) Po =O Piz = Dua Pig = Lig Pog = 053 (mod. £) 
genügen und sämmtlich nicht grösser als 32 sind. Weil o, ор, 
Gi Gog Ohne gemeinsamen Theiler sind, können nicht alle nume- 
risch gleich 42 sein, es sei denn, dass ¿= 2 ist. Aber auch in 
diesem Falle können die Congruenzen 

www.rcin.org.pl 


42 Darstellung einer Primzahl als Norm eines Quaternion. 


a re Gn =.) (od 2) 
deshalb nicht bestehen, weil sonst N(P) = 4 (mod. 8) sein müsste, 
während nach der Voraussetzung N (P) = pt = 2р ist. Deshalb 
erfüllt das Quaternion 


(8) Ф == pyt i Potty Pig thos Pos 
die Bedingung, dass N(®) <<?” ist, und man hat 
(9) Ni =t, Mat. 


Wird nun P links mit dem zu ® conjugirten Quaternion 
Ф' multiplicirt, so ergiebt sich leicht, dass alle reellen Bestand- 
theile durch p aufgehen. Man erhält also, nach Absonderung des 


grössten gemeinsamen Theilers GH 


(10) D Рт (0094004000400), 


(11) Р® =e +i, off ti on 


wo Р 


ein eigentliches Quaternion ist. Der gemeinsame Theiler 
т! kann nicht durch ¢ aufgehen, weil sonst die Norm 
| NOM — pr f= Yc ME) 

durch р“ theilbar sein müsste, was in Folge der Ungleichheiten 

tap Pat 
unmöglich ist. Man sieht aber, dass i durch (y aufgeht. 

Wie leicht zu erkennen, ergiebt sich aus (5) eine lediglich 

auf Addition und Multiplication mit reellen ganzen Zahlen beru- 

hende und somit gültige Folgerung, indem die linke Seite links 

mit dr multiplicirt wird, 
(12) Ф P==0 (mod. p). 
Weil aber nach (10) und (11) 
ФР ect ET, 
und die Zahl 224 nicht durch р theilbar ist, so hat man 


(13) Р) Z=0 (mod. р), 
und durch Verbindung von (6) und (9), 
| 
t 
(14) Lett Gig 
7 


Es kommen also an Stelle von (5) und (6) respective (13) 
und (14), wo statt des eigentlichen Quaternion P das eigentliche 
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(0 
ey 


Quaternion Р, statt der Zahl ¢ die Zahl 


auftritt, die klei- 


ner als ¢ ist. Man kann demnach das entwickelte Verfahren so 
lange fortsetzen, bis man zu einem eigentlichen Quaternion 


es ei" +45 oD + es + 0% 


(а) 
gelangt, für welches der Factor En. gleich der Einheit wird, 


VT 
und die verlangten Gleichungen erfüllt sind: 
(15) Р) E=0 (mod. p) 
(16) NP) =p. 


Die aufgestellte Behauptung ist somit für jede ungerade 
Primzahl p erwiesen. Das Quaternion P” ist nach der angeführ- 
ten Bezeiehnung ein zu der gegebenen Congruenzlösung gehö- 
rendes Primquaternion. Die acht Primquaternionen JP gehören 
zu derselben Congruenzlösung, für die Norm p sind p +1 Prim- 
quaternionen vorhanden, die zu verschiedenen Congruenzlösungen 
gehören. Unter den 8 Primquaternionen JP™, die zu derselben 
Congruenzlösung gehören, möge ein bestimmtes herausgehoben 
und zur Anwendung benutzt werden. 

Da conjugirte Quaternionen dieselbe Norm haben, so gehört 
zu jedem Primquaternion Р, dessen Norm gleich der ungeraden 
Primzahl р ist, immer auch ein conjugirtes Primquaternion D. 
Diese beiden können niemals zu derselben Classe von Congruenz- 
lösungen gehören. Es mögen nämlich E, &, & für Р und w 
a ЖУ nach dem in Art. 4 entwickelten Verfahren bestimmt 
werden, und es sei, indem überall der Buchstabe A durch о er- 
setzt wird, о; nicht = 0 und auch D Oy nicht = 0 (mod.p). Dann 
darf man die Annahmen machen 

D = Pa رو ¬ وو‎ 0, 5 = Cy Cr 7 2و0‎ €0 E = Got ез, 
а О CeO бо» б Me, Tee. 
1 12 <3 13 80? 2 13 821 23 `0 3 0 12 

Weil nun & = Sg und nicht durch p theilbar ist, so müsste, 
damit die Classen übereinstimmen, 

Ор =20,,0,=0, 9 —5=20,0,=0 (mod. р) 
und deshalb g,=0, о, =0 (mod. p) sein. Dies lieferte aber, 
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in sofern e+e nicht = 0 ist, einen Widerspruch gegen die Glei- 
chung 
оне Heist б =P. 
Die Darstellung der Zahl Zwei dureh die Gleichung 

(17) + + و‎ thy = 2 
kann nur so erfolgen, dass zwei der vorhandenen Quadrate gleich 
Eins, zwei gleich Null sind. Die entsprechenden 24 Primquater- 
nionen vertheilen sich unter die 3 Classen (14) von eigentlichen 
Auflösungen der Congruenz (13) in Art. 5 folgendermassen: für 
eine beliebige der 8 Einheiten J gehört 

СДО zu 30, 51 = I MOL 
(18) Al л с 1, =, E (ии) 

( J(1+ig) а & 1, &=1, &=0 (mod. 2). 


Dabei ergiebt sich leicht, dass zwei mit einander conjugirte Qua- 
ternionen hier immer zu derselben Classe von Congruenzlösungen 
gehören. 

Um von der Darstellung der Primzahlen als Normen von 
Quaternionen zu der Darstellung der zusammengesetzten Zahlen 
überzugehen, sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingun- 
gen dafür zu ermitteln, dass das Product von zwei eigentlichen 
Quaternionen H und 4 durch die yte Potenz einer ungeraden 
Primzahl p aufgehe. Aus der Congruenz 
(19) M_1=0 (mod. р?) 
ist zu schliessen, indem zuerst links mit Mi, hierauf rechts mit 
1° multiplieirt wird, 

(20) NO) A=0, MN(N=0 (mod. р”); 

weil nun 4 und J eigentliche Quaternionen sind, muss sowohl 
N(M) wie auch N(4) durch p” theilbar sein. Die höchsten in 
diesen Zahlen enthaltenen Potenzen mögen für N (A) die р! te, 


für N(M) die p’*”te sein. Alsdann gehört 4’ zu einer Con- 


= ebe SON 
gruenzlösung £; 


н SH u modulo pt’, ferner М zu einer Con- 


gruenzlösung 7,, a, 7), modulo p’*”, und setzt man 


2) iyi? =2, 
(22) л «ЕДЕ La Lie 3 — H, 
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so ist 
(23) A SI = 0 (mod. ST, 
(24) MH =0 (mod. p’*”). 


Aus (19) folgt, dass das der linken Seite conjugirte Quaternion 
ebenfalls durch p” aufgeht, oder 

(25) Л“ M' = 0 (mod. p”). 

Wird nun rechts mit М H multiplicirt, so entsteht ein durch 
ь?*” theilbares Quaternion 4' MM H. Weil aber die Zahl 
М ЈИ durch p’*” und keine höhere Potenz von р aufgeht, so 
bleibt nach Weglassung dieses Factors die Congruenz 

(26) A' H=0 (mod. p”), 

vermöge deren das Quaternion 4’ modulo p” zu der Congruenz- 
lösung 7,, Məs 7, gehört. Es muss also N (2) und N (M) durch 
р? theilbar, ferner die Lösung 7, 7%, 7, mit der Lösung er 
££ modulo p” aequivalent sein, wofern die Congruenz (19) 
bestehen soll. Diese Bedingungen erweisen sich aber auch als 
hinreichend. Denn aus (26) folgt 


(27) H' A=0 (mod. p”), 
und dureh Verbindung mit (24) 
(28) M HH: A=0 (mod. vim 


Weil aber nach einer im vorigen Art. bei Gelegenheit von (15) 
gemachten Bemerkung der Ausdruck H stets so eingerichtet wer- 
den kann, dass H H’ durch keine höhere Potenz von p als die 
(y+m)te aufgeht, so führt die Weglassung des Factors Л H: zu 
der Congruenz (19), welche abzuleiten war. 

Durch ähnliche Betrachtungen erkennt man, dass das Pro- 
duet von zwei eigentlichen Quaternionen H 41 nur dann durch 
Zwei aufgehen kann, wenn die Normen beider Faetoren gerade 
Zahlen sind. Es gentigt, die fernere Betrachtung auf die Voraus- 
setzung zu beschränken, dass weder N (4) noch N (31) dureh Vier 
aufgeht. Dann kommt für die Theilbarkeit von Л/ 4 durch Zwei 
noch die Bedingung hinzu, dass JZ und 4 modulo 2 zu derselben 
Congruenzlösung gehören, und die gefundenen nothwendigen Be- 
dingungen sind zugleich wieder hinreichend. 

Nach dem vorigen Art. können die eigentlichen Quaternio- 
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nen, deren Norm gleich р? ist, zu p (p+ 1) Classen von Congruenz- 
lösungen modulo p` gehören. Dass in der That für jede unge- 
rade Primzahl p zu jeder Classe gehörende Quaternionen von der 
erwähnten Beschaffenheit vorhanden sind, ergiebt sich, wie folgt. 
Zu einer beliebigen Congruenzlösung &,, £, &, modulo р gehört 


das Quaternion P, das demselben conjugirte Р’ zu der Congruenz- 


At 
= ? 


nie aequivalent sein kann. Мар nehme nun solche Primquater- 
nionen ©, deren Norm p ist, und die modulo р zu den » Classen 
а) 
I? 


М D a : à 
lösung Dy А gl H welche, wie vorhin bemerkt, der ersteren 


von Congruenzlösungen gehören, die nach Weglassung von & 
0 Si noch vorhanden sind, und bilde das Product 

(29) . OP. 

Dasselbe ist zufolge des bewiesenen Satzes ein eigentliches Qua- 
ternion, und man kann zeigen, dass wenn für P successive 


p+1 Quaternionen P, die zu den modulo p vorhandenen p+1 
Classen von Congruenzlösungen gehören, hierauf beziehungsweise 


für © йе р zugehörig bestimmten Quaternionen ©) gesetzt wer- 


den, die resultirenden p(p+1) Producte 9 P zu lauter ver- 
schiedenen Classen von Congruenzlösungen gehören, und somit 


die sämmtlichen Classen erschöpfen. Gesetzt, dass Ө Р® mit 
ӨР zu derselben Congruenzlösung t, &, Ё, modulo р? gehöre, so 


muss man haben, indem 


(30) Z= bı tty Goths Er 
gesetzt wird, 
(31) OPZ=0 (mod. p, O Р“) Z= 0 (mod. p’). 


Hieraus folgt 

Z'P'O' =0 (mod. р?), 
und durch Multiplication 

Ө? P® ZZ P'9'=0 (mod. p’). 
Da nun die Zahl ZZ’ durch р, aber keine höhere Potenz 

von p theilbar ist, so kommt 
(32) Ө® pi» р‹@' =0 (mod. p’), 
und, indem rechts mit © multiplieirt wird, weil ©'O = р ist, 

Ө? P” P'=0 (mod. p). 
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Es muss also das eigentliche Quaternion Ө P und Р zu 
derselben Congruenzlösung modulo p gehören. Hiermit ist die 
Congruenzlösung vollständig bestimmt. Dieselbe ist aber auch 
durch die Forderung bestimmt, dass 

P® P'=0 (mod. р) 
sei, und diese kann nur so erfüllt werden, dass Р mit P' zu 
derselben Congruenzlösung modulo » gehört. Nach der getroffe- 
nen Voraussetzung fällt dann aber auch P mit P" zusammen und 
Р® Р ist gleich р. Durch Weglassung des Factors р wird also 
aus (32) die Congruenz 
(33) ©?) Ө'= 0 (mod. р), 
aus welcher zu schliessen ist, dass © mit Ө) zu derselben Con- 
gruenzlösung modulo p gehört, und daher ebenfalls coincidirt. 
Somit ist die ausgesprochene Behauptung gerechtfertigt. 

In ähnlicher Weise erhält man für eine beliebige Potenz р” 
eigentliche Quaternionen, die zu den 2” (p+ 1) Classen von Con- 
gruenzlösungen modulo р? gehören, indem man in (29), von der 
rechten zur linken Hand fortsehreitend, immer ein neues Prim- 
quaternion von der Norm p als Factor hinzufügt, das an jeder 
Stelle zu р verschiedenen Classen von Congruenzlösungen modulo 
p gehören darf. Die eine wegzulassende Congruenzlösung wird 
mit Berücksichtigung des Nachbars zur Rechten bestimmt, wie 
bei der Bildung von (29) angegeben ist. 

Bei der Betrachtung der Primquaternionen, deren Norm 
gleich Zwei ist, und die in (18) angegeben sind, stellt sich her- 
aus, dass das Product von je zweien ein eigentliches oder unei- 
gentliches Quaternion ist, je nachdem sie zu verschiedenen Con- 
gruenzlösungen gehören oder zu derselben. Diese Thatsache 
stimmt mit der früher hervorgehobenen überein, dass hier die 
eonjugirten Quaternionen zu derselben Congruenzlösung gehören. 
Die uneigentlichen Quaternionen, deren Norm gleich Vier ist, sind, 
da jede Einheit positiv oder negativ genommen werden kann, in 
der Anzahl 16 vorhanden, und zerfallen nach der früher gebrauch- 
ten Bezeichnung in die beiden Gruppen 


(34) A, ttt ty) J Ger tat tat) 
Aus den Quaternionen von der Norm Zwei erhält man die in der 
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Klammer befindlichen Ausdrücke auf die folgenden verschiedenen 
Arten 
f+.) О) = (1+4) H= (14) (10) = 144.4%, tie 
(144,3) (EFi) = (144) 1+4,,) =(1+2,,) О) = 1+ ty +415 tin. 
Ich werde jetzt die sämmtlichen eigentlichen Quaternionen 


aufsuchen, deren Norm eine gegebene Zahl ist. Die in dieser Zahl 
enthaltenen Potenzen verschiedener ungerader Primzahlen seien 


(34) 


р?, dl... mithin ist die Zahl selbst nach Art. 4 gleich dem in 
einen Factor o multiplieirten Product dieser Potenzen, wobei o 
einen der Werthe 1, 2, 4 hat. Man nehme nun eigentliche Qua- 
ternionen A” von der Norm p”, die zu p”'(p+1) verschiede- 
nen Classen von Congruenzlösungen modulo p” gehören, eigent- 
liche Quaternionen M® von der Norm g, die zu et: (g+1) ver- 
schiedenen Classen von Congruenzlösungen modulo d gehören, 
u. s. f., und bilde, von rechts nach links gehend, aus den einzelnen 
Individuen das Product 
(36) к=. ای ى‎ 
Dasselbe multiplicire man links für o = 1 mit einer der 8 Ein- 
heiten J, für o = 2 mit einem der in (18) dargestellten 24 eigent- 
lichen Quaternionen von der Norm Zwei, für o=4 mit einen 
der in (34) dargestellten 16 eigentlichen Quaternionen von der 
Norm Vier, dann liefert der Inbegriff aller so gebildeten Aus- 
drücke, deren Anzahl für o = 1, 2, 4 respective den Werth 
8p" Hpt DAT) 

(37) Bän (p+1)g 1 (q+1)..., 
8.287 (p+14 (a+)... 
hat, den Inbegriff der gesuchten eigentlichen Quaternionen, und 
zwar erscheint jedes Quaternion ein Mal. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht auf dem Nach- 
weise, dass die zu bildenden Quaternionen eigentliche sind, die 


—. 


nach den siimmtlichen Moduln p’, d ... zu lauter verschiedenen 
Congruenzlösungen gehören. Sie müssen eigentliche sein, weil 
die Normen der eigentlichen Quaternionen A, u”, .. Potenzen 
differenter Primzahlen sind. Um zu zeigen, dass die angegebenen 


` РА H a А 
Quaternionen, nach den sämmtlichen Moduln p”, d... zu verschie- 
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denen Congruenzlösungen gehören, vergleiche man ein Indivi- 
duum ... H1 mit einem andern ... M7, und bilde für eine 
Congruenzlösung ©, б, Ex zu der beide gehören sollen, den 
Ausdruck Z, wie in (30). Gesetzt nun es sei 
(38) ... 2712 = 0 (mod. p”), ... И? AP Z=0 (mod. p”), 
so folgt 
Z AM ..=0 (mod. р), .. MP A" ZZ1W..=0 (mod. p”), 
und, weil die reelle Zahl ZZ‘ durch р”, jedoch durch keine höhere 
Potenz von p aufgeht, 

... MO AVA ЛИ". „ла 0 (mod. gi 
Durch Multiplication auf der rechten Seite bringt man die Normen 
von M,.. hervor, die mit p” ohne Theiler sind, und deshalh fort- 
gelassen werden dürfen, und es ergiebt sich die Congruenz 

... MA 1° = 0 (mod. р’), 

aus welcher zu schliessen ist, dass < und 27 zu derselben Con- 
gruenzlösung modulo p” gehören müssen. In ähnlicher Weise 
wird jetzt bewiesen, dass, wenn die Congruenzen (38) modulo d 
gelten sollen, H und M nach diesem Modul zu derselben Con- 
gruenzlösung gehören müssen, und so wird fortgefahren, bis alle 
ungeraden Primzahlpotenzen erschöpft sind, und das Ziel er- 
reicht ist. 

Jedes beliebige eigentliche Quaternion A von der Norm 
op” Ат ist in dem aufgestellten System von Quaternionen ent- 
halten. Da A nach jedem einzelnen Modul p”, g’, ... zu einer 
bestimmten Classe von Congruenzlösungen gehört, so kann ein 
Product 2 aus (36) gewählt werden, das mit A nach jedem Mo- 
dul zu derselben Classe von Congruenzlösungen gehört. In Folge 
dessen wird das mit dem conjugirten 2‘ gebildete Product AR’ 
dureh jeden Factor p”, g’,..., mithin auch durch das Product 
Af q"... theilbar. Weil aber N (42°) eine ungerade Zahl ist, so 
kann AQ‘, auch wenn o = 2 oder 4 ist, niemals dureh Zwei auf- 
gehen. In Folge der Gleichung 

N(A 2') = op” i 
konnnt 
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A S A$2’ 

Das ganzzahlige Quaternion — 5 hat also fir ¢=1 
Deere 

die Einheit zur Norm, und ist deshalb gleich einer der S Einhei- 


i 
ten J. Für o = 2 oder 4 ist - a - ein eigentliches Quater- 
P OR eae 

nion, mithin für o = 2 gleich einem der 24 Quatermionen (18), 
für о = 4 gleich einem der 16 Quaternionen (34); diese wie jene 
mögen respective mit Æ bezeichnet werden. Demnach ergiebt sich 
j o=1; AN = Јр "Ve 
lo=24; AQ’ = End... 
folglieh durch Multiplieation mit 2, 

(gel gle 

1021: Aj. 
Dass die 8 Quaternionen JQ, die den verschiedenen 8 Ein- 
heiten J entsprechen, verschieden sind, ist schon früher gezeigt 
worden; auf dieselbe Art wird bewiesen, dass die 24, respective 
16 verschiedenen Werthe von E in EQ lauter verschiedene Qua- 
ternionen hervorbringen. Die gegebene Darstellung repräsentirt 


139) 


(40) 


also alle eigentlichen Quaternionen von der Norm op’ q’..., und 
jedes Quaternion genau ein Mal. 

Aus der in (37) enthaltenen Bestimmung der Anzahl der eigent- 
lichen Quaternionen, deren Norm eine gegebene Zahl ist, lässt 
sich leicht die Anzahl aller eigentlichen und uneigentlichen Qua- 
ternionen ableiten, deren Norm eine gegebene Zahl ist, indem die 
sämmtlichen möglichen gemeinsamen Theiler aufgestellt und in 
Betracht gezogen werden. Es entsteht dann das von Jacobi her- 
rührende oben erwähnte Resultat, dass die betreffende Anzalıl bei 
einer ungeraden Norm gleich dem achtfachen Werth der Summe aller 
Divisoren der Norm, bei einer geraden Norm gleich dem achtfachen 
Werth der Summe aller derjenigen Divisoren der Norm ist, die 
entweder ungerade oder gleich dem Doppelten von ungeraden 
Zahlen sind. 


7. 


Es bleibt jetzt noch die Aufgabe, ein beliebig gegebenes 
eigentliches Quaternion auf alle möglichen Arten durch Mul- 
tiplieation von Primquaternionen zu erzeugen. Hierbei äussert 
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sich der Unterschied zwischen der Theorie der ganzzahligen Qua- 
ternionen und der Theorie der Gaussischen eomplexen Zahlen 
in der eingreifendsten Weise. Wenn für eine eigentliche complexe 
Zahl eine Erzeugung durch Multiplication von complexen Prim- 
zahlen in einer gewissen Reihenfolge gegeben ist, so kann sich 
jede andere Erzeugung aus complexen Primzahlen nur durch die 
Anordnung der Factoren unterscheiden, und man erhält alle Er- 
zeugungsweisen, indem die Factoren auf alle möglichen Arten unter 
einander vertauscht werden. Wenn dagegen bei einem eigentlichen 
Quaternion die Primquaternionen gegeben sind, deren Normen in 
die Norm des gegebenen Quaternions aufgehen, so lässt sich für 
die Primquaternionen, aus denen das Quaternion erzeugt werden 
soll, eine Reihenfolge der Normen vorschreiben, und die zu wäh- 
lenden Primquaternionen werden durch die gegebene Reihenfolge 
bestimmt. 

In der That, wenn A ein eigentliches Quaternion bedeutet, 
dessen Norm ungerade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl 
ist, und wenn eine Primzahl p, welche auch die Zwei sein darf, 
in die Norm aufgeht, so gehört A modulo р zu einer bestimmten 
Congruenzlösung Е, S.S. Es sei nun Р ein Primquaternion von 
der Norm р, das zu derselben Congruenzlösung gehört; dann 
ist das Product AP’ durch р theilbar, within gleich dem Product 
eines ganzzahligen Quaternion G in die Zahl p, 

(1) AP == pG. 

Weil aber N (P) = р ist, so folgt durch Multiplication mit P auf 
der rechten Seite, nach Weglassung des Factors p, die Gleichung 
(2) а= сш 

Das eigentliche Quaternion A ist also als ein Produet dar- 
gestellt, bei dem der Factor links ein eigentliches Quaternion, der 
Factor rechts das Primquaternion P von der gewählten Norm p 
ist, welehes zu der bezeichneten Congruenzlösung &,, &,, &, gehört. 
Auch erkennt man durch eine mehrfach angewendete Schlussweise, 
dass, wofern A in der angegebenen Weise zerlegt werden soll, 
das Primquaternion von der Norm p nothwendig zu dieser Con- 
gruenzlösung gehört. Es ist daher in (2) das Primquaternion Р 
durch die gestellte Forderung insoweit vollständig bestimmt, dass 
statt P nur noch eines der mit einer der 8 Einheiten gebildeten 
Producte JP gesetzt werden darf. 
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Dieselbe Betrachtung kann auf das eigentliche Quaternion G 
angewendet werden, indem man eine in der Norm von G ent- 
haltene Primzahl g wählt, welehe ebensowohl von p verschieden 
sein, wie auch übereinstimmen kann. Mit Hülfe der Congruenz- 
lösung modulo q, zu der G gehört, wird das nächste Primqua- 
ternion bestimmt, und zwar bemerke ich, dass, wenn in (2) statt 
Р das Quaternion JP genommen wird, bei der Bildung der Con- 
gruenzlösung modulo q statt @ das Quaternion GJ zu erörtern 
ist; die betreffende Aenderung der Congruenzlösung ist aus (12*) 
in Art. 4 zu entnehmen. Es lässt sich aber das Verfahren so 
lange fortsetzen, bis das letzte Primquaternion mit der auf der 
linken Seite hinzuzufügenden Einheit bestimmt, und das Quaternion 
A erschöpft ist. 

Für den Fall, dass die Norm des zu zerlegenden eigentlichen 
Quaternion A das Vierfache einer ungeraden Zahl ist, bleibt die 
entwickelte Methode so lange ungeändert, als die von der rechten 
zur linken fortschreitend aufzusuchenden Primquaternionen solche 
sind, deren Norm eine ungerade Primzahl ist. Sobald aber an 
irgend einer Stelle zum ersten Male ein Primquaternion von der 
Norm Zwei als Factor auftreten soll, so kann dasselbe aus den vor- 
handenen 3 Classen und 24 Werthen ganz beliebig gewählt werden. 
Denn das Produet eines eigentlichen Quaternion, dessen Norm 
durch Vier aufgeht, und eines Primquaternion von der Norm Zwei, 
hat eine durch die Zahl Acht und durch keine höhere Potenz der 
Zwei theilbare Norm. Dies Product kann kein eigentliches Qua- 
ternion sein, weil die Norm dies nicht gestattet, und kann keinen 
anderen Theiler als die Zwei haben. Man gelangt also nach Ab- 
lösung eines beliebig zu wählenden Quaternions von der Norm 
Zwei zu einem eigentlichen Quaternion, dessen Norm das Doppelte 
einer ungeraden Zahl ist, und von da ab werden die aufeinander 
folgenden Primquaternionen in der früheren Weise determinirt. 
Durch Zusammenfassung ergiebt sich somit das folgende Resultat: 

“in eigentliches Quaternion, dessen Norm ungerade oder das 
Doppelte einer ungeraden Zahl ist, kann, wenn man für die zum 
Behuf der Multiplication von der rechten zur linken Hand zu 
durchlaufende Reihe der Primquaternionen die Normen beliebig an- 
ordnet, immer und zwar auf eine solche Weise als ein Product 
der Primquaternionen dargestellt werden, dass bei jedem Prim- 
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quaternion die Classe von Congruenzlösungen, zu dem dasselbe 
gehört, successive eindeutig bestimmt wird. Tür ein eigentliches 
Quaternion, dessen Norm das Vierfache einer ungeraden Zahl ist, 
gilt dasselbe, so lange in der von der rechten zur linken Hund 
zu durchlaufenden Reihe von Normen der Primquaternionen nur 
ungerade Primzahlen auftreten. An der Stelle dieser Reihe, an 
welcher zum ersten Male die Zwei als Norm eines Primquater- 
nions erscheint, hat man aber zwischen den drei Classen von Con- 
gruenzlösungen freie Wahl. Ist diese Wahl getroffen, so bestimmen 
sich bei der Fortsetzung der Reihe der Normen die Congruenz- 
lösungen, zu welchen die Primquaternionen gehören, successive 
eindeutig bis ans Ende. 
Als Beispiel möge das Quaternion 
СЕЗ И 1 ot, 
dienen, dessen Modul 15 ist. Dasselbe gehört modulo 3 zu der 
Congruenzlösung 
EL 552, = 
modulo 5 zu der Congruenzlösung 
Ga хш Ge 
Für die Norm 3 gehören die Quaternionen 
TFkieckie: l+:, bigs 1 Zei: 1 a йз 
zu Чеп 4 verschiedenen Classen, für die Norm 5 die Quaternionen 
epee, 20, 2,1 25 
LA, ПЄ=2 
zu den 6 verschiedenen Classen. Wenn verlangt wird, dass bei 
der Zerlegung der erste Factor zur rechten Hand die Norm 3 
habe, so muss das betreffende Primquaternion zu der oben ange- 
gebenen Congruenzlösung modulo 3 gehören, und es kommt das 
Produkt 
E (1,205): 
Wenn dagegen gefordert wird, dass der erste Factor zur rechten 
Hand die Norm 5 habe, so muss das betreffende Primquaternion 
zu der obigen Congruenzlösung modulo 5 gehören, und man erhält 
das Produet 
1 tia) (1—21,,). 
Mit Bezug auf beide Normen treten also in den beiden Dar- 
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stellungen Primquaternionen auf, die zu verschiedenen Classen 
von Congruenzlösungen gehören. 


8. 


Die so eben entwiekelte Theorie der Zerlegung der ganzzah- 
ligen Quaternionen giebt die Kenntniss der säimmtlichen Substi- 
tutionen, dureh welche eine Summe von drei Quadraten in sich 
selbst transformirt werden kann, und deren Coeffieienten rationale 
Zahlen sind. Es ist Euler, der in der angeführten Abhandlung: 
Problema algebraicum ob affectiones prorsus singulares memora- 
bile. auf diese Substitutionen zuerst die Aufmerksamkeit gelenkt 
hat. Da man nach Artikel 3 von jeder in der angegebenen Be- 
deutung rationalen Substitution der Determinante Eins zu einer 
ebensolehen gelangen kann, bei der die dortige Verbindung (3) 
einen von Null verschiedenen Werth hat, so lehren daselbst die 
Gleichungen (7), dass die gewählte rationale Substitution zu vier 
ganzen Zahlen A,, 215, 4,3) 4s, führt, welche keinen gemeinsamen 
Theiler haben und bis auf den Factor + 1 vollkommen bestimmt 
sind. Es gehört also zu der betreffenden rationalen Substitution 
ein bis auf den Factor + 1 vollständig bestimmtes ganzzahliges 
eigentliches Quaternion 
(1) + (At tye Zeckt Аз Ау). 

Diejenigen Substitutionen, welche aus der gewählten entstehen, 
indem man bei je zwei Vertikalreihen alle Coefficienten negativ 
nimmt, werden durch je vier von den 8 Quaternionen 

(2) J (otie Aya His Ars tag Ass) 2 
hervorgebracht, die alle zu derselben Classe von Congruenzlösun- 
gen gehören. Man muss also, um alle rationalen Substitutionen 
zu umfassen, alle eigentlichen ganzzahligen Quaternionen be- 
trachten. 

Die Gleiehungen (25) des Art. 3 stellen für jedes eigentliche 
Quaternion A die Ausdrücke der Substitutionscoefficienten o. 


9 5, +++ Gg als Brüche dar, deren gemeinsamer Nenner die Norm 


Ni) ist. Es fragt sich nun, welehe Zahlen die Eigenschaft 
haben können, gleichzeitig in alle Zähler und auch in die Norm 
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N (A) aufzugehen. Der grösste gemeinsame Theiler 7 der 4 
Zahlen 


eg 
(9) ihi з Аз, Ao Ast Aig Ag з 
AE ao о; 2, 92 
— = ае 
0+0 Ag » وو و ۳و۳‎ 


. . 8 2 4 D 29) 
muss auch ein Theiler von Im, 45, dar, 44,, sein. Es kön- 


„э DK 42 +2 D = ы 
nen aber 40, 4, Аз, A, keinen gemeinsamen Theiler haben, 


weil jede Primzahl, welche in die 4 Quadrate aufginge, auch in 
die 4 Basen 2), Ay, 4,3, Ay, aufgehen müsste, was unstatthaft ist. 


Es muss also der gemeinsame Theiler 7 ein Theiler der Zahl 4, 
also gleich einer der Zahlen 1, 2, 4 sein. Für den Fall, dass 
N(A) ungerade ist, muss daher T= 1 sein, und die angeführten 


Ausdrücke der Coefticienten o, а . & können auf keinen 


ШУ: 
kleineren gemeinsamen Nenner als die Norm N(1) gebracht 
werden. Wenn N (-7) das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, sind 


von den 4 Zahlen 2, А, Ag 4, zwei gerade und zwei unge- 
rade. Mithin werden in den Ausdrücken der Coefficienten alle 
Zähler gerade Zahlen, der grösste gemeinsame Theiler 7 erhält 
den Werth Zwei, und hebt sich in den bezeichneten Producten 
überall fort. Wofern endlich N (1) das Vierfache einer ungera- 
den Zahl ist, so sind alle 4 Zahlen А,, Zus 443) Аз ungerade, 
folglieh ihre Quadrate = 1 (mod. 8). In den Ausdrücken der 
Coefficienten werden daher alle Zähler durch 4 theilbar, der 
grösste gemeinsame Theiler T nimmt den Werth 4 an, und hebt 
sich wieder in den siimmtlichen Brüchen fort. Somit zeigt es sich, 
dass die rationalen Substitutionen, welche die Summe von drei 
Quadraten in sich selbst verwandeln, ebenso wie diejenigen, welche 
die Summe von zwei Quadraten in sich selbst verwandeln, auf 
den kleinsten Nenner gebracht, nur eine ungerade Zahl als sol- 
chen haben können. Während aber bei den letztern nur solche 
ungerade Zahlen als Nenner auftreten, die aus lauter Primfactoren 
von der Form 4r+1 zusammengesetzt sind, können bei den er- 
steren alle ungeraden Zahlen als Nenner erscheinen. 

Da der Multiplieation der Quaternionen die Zusammensetzung 
der Substitutionen entsprieht, und da jedes eigentliche ganzzahlige 
Quaternion nach dem entwickelten Verfahren durch die in einer 
bestimmten Reihenfolge auszuführende Multiplication von Prim- 
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quaternionen erzeugt werden kann, so lässt sich die zugeordnete 
rationale Substitution durch die eorrespondirende Zusammensetzung 
von denjenigen rationalen Substitutionen erhalten, die zu den be- 
treffenden Primquaternionen gehören. Von den in (18) des Art. 6 
angegebenen Primquaternionen der Norm Zwei gehören die fol- 
genden zu den 3 verschiedenen Classen von Congruenzlösungen 


(4) Itig LHi 14%). 

Dieselben liefern respective die drei Substitutionen 
(5 a) ZS Mun MoS Ya Wy 
(5 b) Ti = ,وو‎ Tye Yor um Y 


(5 e) = Yor Xo Уу Za у; 
deren Coefficienten dem Vorhergehenden entsprechend ganze Zahlen 
sind. Wenn dagegen die Norm eine ungerade Primzahl p ist, 
so bringt jedes zu einer der p +1 Classen von Congruenzlösungen 
gehörende Primquaternion eine Substitution hervor, deren Coeffi- 
cienten, auf den kleinsten gemeinsamen Nenner gebracht, die 
Primzahl p selbst zum Nenner haben. 

In Art. 6 ist die Anzahl der eigentlichen Quaternionen be- 
stimmt worden, deren Norm eine gegebene Zahl ist, die ungerade, 
oder das Doppelte oder das Vierfache einer ungeraden Zahl sein 
kann. Mit diesem Hülfsmittel ist es leicht, die Anzahl aller ratio- 
nalen Substitutionen abzuleiten, bei denen der kleinste gemeinsame 
Nenner der Coefficienten eine beliebig gegebene ungerade Zahl 
ist. Da die Norm eines zu dieser Aufgabe gehörenden Quaternions 
entweder die gegebene ungerade Zahl selbst, oder ihr doppelter 
oder ihr vierfacher Werth ist, und da zwei Quaternionen 4 und 
— I dieselbe Substitution hervorbringen, so ist die bezeichnete 
Anzahl eigentlicher Quaternionen für die gegebene ungerade Zahl, 
für ihren doppelten und für ihren vierfachen Werth als Norm zu 
bestimmen, und von der Summe dieser drei Anzahlen die Hälfte 
zu nehmen. Das Verfahren, welches im vorigen Artikel zu dem 
Zwecke auseinandergesetzt ist, ein beliebig gegebenes eigentliches 
Quaternion dureh Multiplication von Primquaternionen zu erzeugen, 
für welche die Reihenfolge der Normen vorgeschrieben ist, und 
die demgemäss bestimmt werden, bietet endlich die Lösung der 
Aufgabe, wenn eine beliebige rationale Substitution gegeben ist, 
dieselbe durch die Zusammensetzung von Substitutionen hervor- 
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mubringen, deren Nenner die ungeraden in dem gemeinsamen 
Nenner der Substitution enthaltenen Primzahlen sind, und für 
welche die Reihenfolge ihrer Anwendung vorgeschrieben ist, even- 
tuell init Hinzuziehung von zwei solchen ganzzahligen Substitu- 
tionen, wie sie in (5 a), (5 b), (бе) angegeben sind. Die für die ganz- 
zahligen Quaternionen gelösten Aufgaben finden somit auf die 
arithmetisch rationalen Substitutionen, durch welehe eine Summe 
von drei Quadraten in sieh selbst transformirt wird, eine unmittel- 
bare vollständige Anwendung. 
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Erste Abtheilung. 


Allgemeine Theorie. 


Пе 


Bei der gegenwärtigen Betrachtung der Transformation einer 
Summe von v Quadraten in sich selbst werde ich voraussetzen, 
dass die Zahl n den Werth Drei übertreffe, da der Fall n = 2 
in Art. 1, der Fall n =3 in Art. 3 der Abhandlung I absolvirt 
ist. Es möge also dureh die Substitution 

| HH Oy At, 5+... +, „У, 
(1) ) y= My, pCi Hiere AF. H. 


a Dat tua Yt e egy Yn 


deren Coeffieienten o, Gan... Gu reell sind, und deren Deter- 


minante gleich 1 ist, die Gleichung zwischen den reellen Variabeln 
Eet, AR 


(2) atest... Ба? = рр... +H 

erfüllt werden. Ich beginne mit der Bestimmung der Anzahl von 
Substitutionen, welche aus der gegebenen entstehen, indem in einer 
geraden Anzahl von Vertikalreihen alle Coefficienten mit der ne- 
gativen Einheit multiplieirt werden; alle diese Substitutionen haben 
ebenfalls die Determinante 1 und erfüllen die Gleichung (2). Da 
die Anzahl der verschiedenen Combinationen von je zwei Reihen 
gleich Ra) von je vier Reihen gleich np OU ا‎ 

іму: 1.2.3.4 

ist, u. s. Ё, so erhält man, indem die gegebene Substitution mit- 
gerechnet wird, die Gesammtzahl 
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n (п—1) iy? (пи 0) (3), 7. 

IN 1.2.3.4 Fe 
welche, als die halbe Summe von (14-1)* und (1-— 11”, gleich 2" 
ist. Es kommt jetzt darauf an, zu zeigen, dass, wenn in dem 
System der Coefficienten der gegebenen Substitutionen zu jedem 
in der Diagonale befindlichen Element die positive Einheit hinzu- 
addirt, hierauf die Determinante des betreffenden Systems 


1+ 


ee le ae © 
(3) pa ,б%в+1,...а„„ 
Da H Da au چ‎ | 
gebildet wird, und wenn mit den Coeffieienten о, a, ... &,, 


die angegebenen Veränderungen vorgenommen werden, unter den 
aus (3) hervorgehenden Determinanten wenigstens eine einen von 
Null verschiedenen Werth hat. Dieser Satz, welcher in der Ab- 
handlung des Herrn Hurwitz: Ueber die Perioden solcher ein 
deutiger, 2n-fach periodischer Functionen, welche im Endlichen 
überall den Charakter rationaler Functionen besitzen und reel 
sind für reelle Werthe ihrer » Argumente (Journal f. Mathematik 
94, p. 7), enthalten ist, lässt sich auf das folgende einfache 
Lemma zurückführen: 

Wenn man mit 2n beliebigen Elementen ру, р„,...р„ und 
d Ф ۰..4, das Product von Binomen 

(p,+4,) (P44) tee (р.+9,) 
bildet, in demselben eine gerade Anzahl unter den Elementen 
ру, Pa, +++ Pa, SO oft dies möglich ist, negativ nimmt, die Fle- 
mente qi, 9, -- Ч„ aber ungeündert lässt, hierauf alle diese Pro- 
ducte zu dem ursprünglichen addirt, so entsteht das Resultat 
2" (Dy Po- - Put +++ 4) 

Dieser Satz drückt für a = 2 die offenbar richtige Gleichung 

aus 
(р, +9) (0. Са) Ср, +9) (ng 
= 2 (p; р›+4 Ф). 

Um für » =3 das Aggregat der zu bildenden Producte zu erhal- 
ten, kann man die linke Seite der vorstehenden Gleichung mit 
(p,+4,) multipliciren, und hierauf den Ausdruck addiren, der aus 
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dem schon gebildeten durch Verwandlung von p, in —p, entsteht. 
Dann geht aber das Aggregat der Ausdrücke der rechten Seite 
in den Ausdruck 

4 (Pi Pa Ps +9 99%) 
über, womit die Behauptung fiir n= 3 bewiesen ist. Da aber 
das angegebene Verfahren beliebig oft wiederholt werden kann, 
so ist der Beweis für jeden Werth der Zahl » gültig. 


Es sei nun ein System von n° beliebigen Binomen gegeben 


Du Tu: Prato °° Prat in 


P d Иш йш) 2, Е@,„ 
(4) Se 21? 5 8 2 Ge 


leet Dat Be Pan Guns 
aus welchem die Determinante 
(5) er Tiny) Pa Gog.) Dam Fang) 
gebildet werde, wo ©, die positive oder negative Einheit bedeutet, 


a Ze zur ersten oder zweiten 
SE 2 dE, 

Classe gehört, d. h. auf eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Vertauschungen zweier Zeiger zurückgeführt werden kann. Man 
leite nun aus (4) alle möglichen Systeme ab, indem man die Ele- 


mente Du, Pg, ... Puny SO oft es möglich ist, in einer geraden 


je nachdem die Permutation ( , 


Anzahl von Vertikalreihen mit der negativen Einheit multiplieirt, 
die Elemente gu, Qj) -- aber ungeändert lässt, bilde für alle 


Onn 


Systeme nach der angegebenen Regel die Determinante (5), und 


n—1 


nehme die Summe aller 2°” Determinanten, dann entsteht als 
Ergebniss das Product der Zahl 2*”' in die Summe der beiden 


Determinanten 
(6) 2 Pro, Pog, `" Prog +e, Tio, Ize, `" Ine," 


Die Richtigkeit folgt unmittelbar, indem auf jeden in (5) enthal- 
tenen Summanden der bewiesene Hiilfssatz angewendet wird. 
Wenn man respective statt der Elemente p,,, Py, .. Pa, die 


Elemente der Substitution (1), statt d, qo, -> Bn die Elemente 
des Systems 
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OOS. 0 
б or 0° 
OW Pees i 


setzt, so geht das System (4) in das System (3) tiber, die beiden 
Bestandtheile von (6) werden nach der Voraussetzung gleich der 


positiven Einheit, mithin die Summe der 2" ' zu bildenden De- 


terminanten gleich der Zahl 2”. Es muss also, wie behauptet 
war, wenigstens eine derselben einen nicht verschwindenden Werth 
haben. 

Nunmehr nehme ich an, dass aus der beliebig gegebenen 
Substitution eventuell durch die Zeichenänderung der Elemente 
in einer geraden Anzahl von Vertikalreihen eine solche abge- 
leitet sei, für welche die Determinante (3) nicht gleich Null ist, 
und werde von jetzt ab voraussetzen, dass die Substitution (1) so 
eingerichtet sei, dass ihre Determinante (3) nicht gleich Null ist. 

Aus (3) folgt das System 

zty = (а +1) у, + Ca Yat --- H Gun A 
(7) nl = “a Yi +(e +1) Jt e 3 р 
DAY = ` Geht at an FT) Ba 
dessen rechte Seite die in (3) angegebenen Coefficienten zeigt. 
Die Determinante, welche aus den Elementen formell gebildet 


wird, als ob die Grössen а, ¢,,,--- @,, von einander unabhängig 


wären, möge mit D bezeichnet werden, so dass die betreffen- 
den adjungirten Elemente dureh partielle Differentiationen ange- 
deutet werden können. Dann ergiebt sich dureh Auflösung, weil 
D nach der geltenden Voraussetzung einen von Null verschiedenen 
Werth hat, die folgende eindeutige Darstellung der Differenzen 
LY Ly Ya -L Y, durch die entsprechenden Summen 


1 oD oD oD 
=== oe - س‎ —— == N 
SC et ess Un =) (2, Lal? da, (2+9) <. da, +) 
i 


— LI adi = 500 А ence? 
el TY = At 2 EE Se) (4 Вест Gand 

E aD NO BR Жү 
Ta У. т gl 2 де, а ie (2+9) УА =F (2 2 Sch nal 
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Mit Zuziehung einer beliebigen von Null verschiedenen Grösse A, 


führe ich die neuen Elemente ein 


{ON 1 { 7) др j= how 2 oD e 
т^; L 2 SE 7 — — SE — D 
D\ EES A, Doe, ay: 


wo a und 6 differente Zahlen aus der Reihe von 1 bis n bedeuten, 
so dass die Gleichungen hervorgehen 


I 
کے وھ‎ @ +3 vii P = (2, TH e i, (01) 
А 
(10) ty, = se FY) +% ay = (ay + Yo Ae (x,+%,) 


А 


kni 
E Y (a, +y) TET , at) +. + Kai Y,)- 


Dann kommt, een der Reihe G-A mit 2+0, GE ا‎ Э 
multiplieirt, und addirt wird, auf der linken Seite die Verbindung 
TEEN oma 
(11) TEDL E el in, 

auf der reehten Seite die quadratische Form 


A 
(12) 2 7 (at) (+0), 
0 


bei der sowohl a als b alle Indices von 1 bis » durchlaufen. Da 
(11) in Folge von (2) identisch verschwindet, so muss auch (12) 
identisch verschwinden. Es müssen also für jede Zahl a und für 
jedes Paar verschiedener Zahlen a und b ex Gleichungen 
(13) hag 0, hapt hin = 
erfüllt sein, welehe sich апей an den auf der linken Seite von 
(9) befindlichen Ausdrücken verifieiren lassen. Multiplieirt man 
das System (10) mit A,, so nimmt dasselbe nach Vertheilung der 
beiden Systeme von Variabeln 2,,2,,...%, und Yi, Yzy- Y, auf 
die beiden Seiten der Gleichungen die Gestalt an 

do Kë HA. EZREN = ЕЛУ Ез БА, Ya 
(14) / 1, Schi ЕЯ ahi dle Ser ee = 5 Y Fo yt. S tha In 


e: dEr +.. hr ER ag Yi tAn Yat- НА Yn- 
Da die (nae der linken wie der rechten Seite nach Weg- 
lassung der in der Diagonale befindlichen Elemente 4, zwei schiefe 


Lipschitz, Summen von Quadraten, 5 
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Systeme bilden, die durch Vertauschung der horizontalen und 
vertikalen Reihen in einander übergehen, und da die Determinanten 
aller partiellen Systeme, deren Diagonalen in die Diagonale des 
schiefen Systems fallen, verschwinden oder vollständige Quadrate 
werden, je nachdem der Grad des partiellen Systems ungerade 
oder gerade ist, so haben die Coefficienten der linken und rechten 
Seite von (14) dieselbe Determinante, welehe leicht nach den Po- 
tenzen von A, geordnet werden kann. Sie ist gleich einem Ag- 


wä. ue #(%—}) 
gregat aus A), aus dem Product von A, in die en Quadrate 


9 
“ 


4 


der Elemente А, aus dem Produet von 4% in die 


Ee e ris =" 3) Quadrate, die gleich schiefen Determinan- 
ten vierten Grades sind, u. s. f. Die Gesammtzahl der zu addi- 
renden Bestandtheile stimmt daher mit der Anzahl 2” der De- 
terminanten überein, welche aus der Determinante D des Systems 
(3) durch den Zeiehenwechsel einer geraden Anzahl von Vertikal- 
reihen abgeleitet worden sind. 

Bei Gelegenheit der Determinante der Coeffieienten der lin- 
ken und rechten Seite von (14) zeigt sich zum ersten Male der 
entscheidende Einfluss der Anzahl n der vorliegenden Quadrate. 
In I, Art. 1 ist die Determinante der Coefticienten der linken wie 
der rechten Seite von (9) gleich der Norm +; in 1, Art. З 
hat die Determinante der Coefficienten der linken wie der rech- 
ten Seite von (9) den Ausdruck 


% (otiia tiit kun), 
sie ist daher gleich dem Product von A, in die Norm AEA +A, + hag: 
Für 2 =2 und für n = 3 werden also die Basen der in den Aus- 
druck eingehenden Quadrate durch die gegebenen Elemente A, 
unmittelbar dargestellt. Gegenwärtig, wo n> 3 ist, sind die er- 
wähnten Basen homogene Functionen der Elemente А, von ver- 
schiedenen Graden. Bei einer Basis vom r ten Grade führe ich 
den Quotienten ein, welcher dureh Division der Basis mit der 
(r—1) ten Potenz der von Null verschiedenen Grösse A, entsteht, 
und bezeichne denselben in der Weise durch Indices, wie Jacobi 
in der Abhandlung: Ueber die Pfaffsche Methode, eine gewöhn- 
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liche lineare Differentialgleichung zwischen 2» Variabeln durch ein 
System von т Gleichungen zu integriren (Journal f. Mathematik 
2, pag. 355) die Basen bezeichnet hat. Es ist demnach 

An UK ur DIR Tv HE 


(15) RE = A, ? 


und allgemein, wenn 27 beliebige Zahlen a,b,...f ausgewählt 


werden, А... gleich einem Bruche mit dem Nenner 1", dessen 


ab 
Zähler erhalten wird, indem man mit den Zahlen a,b,...f alle 
Permutationen erster Classe vornimmt, hierauf diese Zahlen in 
der gegebenen Reihenfolge, zu zweien gepaart, an den Buch- 
staben A als Zeiger vertheilt, von den Produeten, die untereinander 
gleich sind, immer nur ein einziges wählt, und von allen ver- 
schiedenen die Summe nimmt. Die auf diese Weise eindeutig 
bestimmte Verbindung д, - hat demnach die Eigenschaft, bei 
einer Vertauschung ihrer Zeiger entweder in sich selbst oder in 
den entgegengesetzten Werth überzugehen, je nachdem die Per- 
mutalion zur ersten oder zweiten Classe gehört. Somit wird die 
Determinante des auf der linken oder rechten Seite von (14) vor- 
handenen Systems von Coefficienten gleich dem Product der Po- 
tenz A)” in ein Aggregat von Quadraten, deren Basen aus der 


0 
n(n-—1) (n—2) (n—3) 
1.2.3.4 


und überhaupt den 2” eingeführten Ver- 


Grösse A, den 77 Grössen 2,,, den 


H 
s% 


Verbindungen Aopen 


bindungen besteht, unter denen die Elemente mit einbegriffen sind. 
Die Beobachtung, dass diese 2” Verbindungen in dem betreffen- 
den Ausdruck als gleichberechtigt auftreten, deutet darauf hin, dass 
sie für die Transformation einer Summe von ж» Quadraten in 
sich selbst gleichberechtigt sind, wie es sich im Folgenden be- 
stätigen wird. Die Verbindungen 4 lassen sich einfach 


abed ss 
ausdrticken, indem von der Determinante D in dem angegebenen 
Sinne höhere partielle Ditferentialquotienten gebildet werden. Da 
nach (9) und (13) die Gleichung 


Pe ipo ол CED 


* — —- 
GM Ae т) дь т D da 


ьа 


gilt, so hat man 
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doe deat Ana As 
i 


eos oo) Ор we и У ер 


E 
D \ да, dn. да,а de, ) D дади, а 0и, a 


€ 


mithin ergiebt sich für A... die Gleichung 


At Фр aD ёр \ 
Ke: да,а E дад F dp, да) l 


Ж са 
(16) һм 2D 


0 
In gleicher Weise kann man fortfahren und erhält 
є A в. ү 
6* abedef _ © ` x 
69 А, Е ТИ. 


Bei dem numerischen Factor treten im Zähler die Potenzen von 
Zwei, im Nenner die zugehörigen Zahlenfaeultäten auf; die Wahl 
der Zeiger für a richtet sich nach der Regel, durch welehe in der 
ursprünglichen Darstellung die Zeiger von A bestimmt sind. In 
allen Ausdrücken bildet die Determinante D, aber keine höhere 
Potenz von Р, den Neuer. 


2. 


Wie in I, Art. 3 aus dem System (9) eine vierte Gleichung 
(10) abgeleitet ist, um dasselbe zu ergänzen, so wird jetzt aus 
dem System (14) des vorigen Artikels ein System von 22n Glei- 
chungen erhalten werden, welche, nach den 2» Variabeln 2, , 


%y,...%, und у, Yzy- AN, geordnet und den vorhandenen hinzu- 


gefügt, ein System von 2" Gleichungen liefern, bei dem die 
Seiten jeder Variable aus den positiv oder negativ genom- 
menen 2" * Grössen Ay, Ay Än... bestehen. Zu diesem Zweck 
werde aus den » Gleichungen (14) De vorigen Art. eine beliebige 
Gruppe von ungerader Anzahl herausgehoben; die Zahlen, welche 
die Stelle der einzelnen Gleichungen angeben, seien 

(1) aO 12 

Es sollen jetzt die Gleichungen in der betreffenden Reihenfolge 
mit den Factoren 


(2) Bt ыо A о 
multiplieirt, und addirt werden. Wenn nun / eine Zahl bedeutet, 


tr edan 
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die in (1) nicht enthalten ist, so ergiebt sich auf der linken Seite 
als Factor von x, der Ausdruck . 


(8) Bi Le EELER А Аъ. d? 
welcher bekanntlich gleich 
(4) do Aa 


ist, auf der rechten Seite als Faetor von y, derselbe Ausdruck, 
mit der negativen Einheit multiplieirt, oder 

(5) Ag С 

Nimmt man dagegen einen Zeiger aus der Gruppe (1), etwa а, 
so kommt links als Factor von z, 


(6) АА, Е МЕКЕ Е Е 
rechts als Factor y, 
(7) MS EA gen, EEE pee 


Weil aber in beiden Aggregaten die Summe der Glieder mit Aus- 
nahme des ersten gleich Null ist, so nimmt jedes Aggregat den 
Werth 
(8) р рУ 
ап. Die hervorgehende Gleichung erhält also, nachdem durch 
die von Null verschiedene Grösse 4, dividirt ist, die Gestalt 
(9) Snes Cathe ca DE, Flan, a Bet Ze Är = 
d E E E =, А Dey 
wo f alle Zahlen von 1 bis a durchläuft, die nicht in der Gruppe 
(1) enthalten sind. Die Coeffieienten der Variabeln sind also bis auf 
die hinzuzuftigende positive oder negative Einheit aus dem System 
der Grössen А entnommen, und zwar ergiebt sich die Gruppe der 
Zeiger für den Coeffieienten einer bestimmten Variable, inden 
der Zeiger dieser Variable, falls er in der Gruppe a,b,..e nicht 
vorkommt, derselben zugefügt, falls er in der Gruppe vorkommt, 
aus derselben fortgelassen wird. Unter das so eben ausgesprochene 
Bildungsgesetz von (9) lassen sich anch die ursprünglichen Glei- 
chungen (14), Art. 1, subsumiren, indem man jeder Gleichung 
die Zahl ihrer Stelle zuordnet, und festsetzt, dass bei dem Fort- 
lassen des einzigen vorhandenen Zeigers die Null als Zeiger 
eintritt. 

Es ist leicht zu erkennen, dass die Gesammtzahl aller aus 
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n Zeigern zu bildenden Gruppen von ungerader Anzahl, deren 
Typus in (1) angegeben ist, gleich 
n(n—1) (n—2) 

Wate a) ге 
mithin wieder gleich 27 ist. Die Gesammtzahl der in (9) dar- 
gestellten Gleichungen beträgt also, indem die » ursprünglichen 


n+ 


1 


mit hinzugerechnet werden, wie behauptet worden, 2". Für 
eine beliebige Variable z, oder у, erhält man die Zeiger der 


Coefficienten in allen 27 "` Gleichungen nach der entwickelten 
Regel, da jeder Gleichung eine Gruppe von Zeigern in ungerader 
Anzahl zugeordnet ist, indem man den Zeiger ¢ hinzufügt, wo 
er fehlt, und wegnimmt, wo er vorhanden ist. Durch dieses Ver- 
fahren werden aber alle Combinationen einer geraden Anzahl 
von Zeigern, das Auftreten keines Zeigers mitgerechnet, auf 
eine und nur eine Weise hervorgebracht. Demnach erscheinen 
in den 2” Bum Ee bei jeder Variable v, und y, die sämmt- 
lichen Grössen А, Žas? ds... mit der positiven oder negativen 
Einheit multiplieirt, als Coeffieienten, wie zu beweisen war. 

Um in den erhaltenen 2*7 Gleichungen die Coeffieienten 
einer einzelnen Variable z. B. von z, zu verfolgen, hat man zu 
unterscheiden, ob in der einzelnen Gleichung, die durch (9) re- 
präsentirt wird, der betreffende Zeiger 1 in der Gruppe a, b,...e 
oder in der mit f bezeichneten Gruppe der übrigen Zahlen ent- 
halten ist. Fiir den ersten Fall werde a = 1 genommen, für den 
zweiten f zuerst gleich 1 gesetzt, und hierauf der Inbegriff der 
übrigen Werthe von f durch €" angedeutet. So entstehen respec- 
tive die beiden Gleichungen 
(10) Shc, e BAe at Ay att Sy t= 
| d Te «1 Back, ban Af iad . Ypo 
aon} 1 аъ. е1 tige. oe Tat bys, aut Ap д чаъ. «г 


A un. RN Да KE? a Ye х. Bobet us 


Mithin haben die Variabeln x, und y, in (10) gleiche, in (10*) 


entgegengesetzte Coefficienten. Bei der vorhin erwähnten Voraus- 
setzung, vermöge deren das ursprüngliche System (14), Art. 1 in 
(9) mit enthalten ist, wird die erste Gleichung des ursprünglichen 
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Systems durch (10) dargestellt, während die n—1 übrigen Glei- 
chungen durch (10*) repräsentirt werden. 


З. 


Das aus (14) Art. 1, (10) und (10*) Art. 2 bestehende Sy- 
stem von 2””" Gleichungen 
art Fafe = Aa tA wt. Fi, 
(1) th Seck, kä P, = Za Back Än Beck, к>, 


V4, Piet Ach. dh a, = hy NAA ar Yas 
Te ett ct tet ey a te РАА ze 
А berg ne о Sr bon, Yr 
\ А аъ А.е Lt. ЖА. aut, Arad. et = 
er. EAN Г. KOR e Be 


lässt sich mit Hülfe eines Systems von 27" ` symbolischen Factoren, 
unter denen die Einheit mitgerechnet ist, zusammenfassen; die- 
selben mögen, wie folgt, bezeichnet werden, 

(3) Ver e ES 

Als Indices erscheinen alle Combinationen verschiedener Zahlen 
aus der Reihe 1, 2,...», deren Anzahl gerade ist, abgesehen 
von der Anordnung Die symbolischen Factoren der linken und 
rechten Seiten von (1), (2), (2*) werden so eingerichtet, dass 
beziehungsweise die Indices mit den Indices der Coefficienten von 


x, übereinstimmen. Demnach werden bei (1) successive die 


Factoren 

TO 
angewendet, bei (2) der Factor 
be..e’ 
hei (2*) der Factor 

Yab..e 

und hierauf wird eine formelle Addition der erhaltenen Ausdrücke 
der linken und rechten Seite vorgenommen. Alsdann kann man 
das Resultat sowohl der linken wie der rechten Seite als ein 
Product von zwei Factoren darstellen. 
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Für die linke Seite hat der erste, links zu stellende Factor 
die Gestalt 
(4) A= hotin Äech, Haas Asst- 
als Indices treten alle Gruppen von gerader Anzahl und zwar so 
auf, wie sie bei den Coefficienten der Variable x, erscheinen. 
Gleichzeitig muss der zweite rechts zu stellende Factor der fol- 
gende sein 
(5) ХЕ a tat Fb Eae 
Da in dem darzustellenden Ausdruck jedes Product einer Grösse 
А und einer Grösse x mit einem symbolischen Factor multiplieirt 
vorkommt, so werden die Regeln für die Multiplieation der sym- 
bolischen Factoren unzweifelhaft durch die Forderung bestimmt, 
dass der betreffende Ausdruck entstehen soll, inden bei der Bil- 
dung von 4 X jeder Summand von 41 mit jeden Summanden 
von X so multiplieirt wird, dass die reellen Faetoren wirklich 
multiplieirt werden, und das Produet der symbolischen Factoren 
in ihrer gegebenen Reihenfolge hinzugeschrieben wird. In Betreff 
der Bezeiehnung der Symbole (3) wird es sich als zweekmässig 
herausstellen, festzusetzen, dass, wenn bei einer bestimmten Gruppe 
von Indices eine Aenderung der Anordnung vorgenommen wird, 
das Symbol ungeändert bleiben oder mit dem Factor ( - 1) ver- 
sehen werden soll, weleher dann dem reellen Coeffieienten heizu- 
fügen ist, je nachdem die Permutation zur ersten oder zweiten 
Classe gehört. Dadurch erhält der Ausdruck (4) die Eigenschaft, 
dass jeder einzelne Summand ungeändert bleibt, wofern für den- 
selben mit den Zeigern der reellen Grösse 2 und des symbolischen 
Factors 2 dieselbe Permutation vorgenommen wird. In sofern 
jetzt jedes Symbol entweder mit der positiven oder mit der nega- 
tiven Einheit multiplieirt auftreten kann, steigt die Gesammtzalıl, 
da noch +1 hinzugerechnet wird, auf 2”. Aus der Verglei- 
chung der Bestandtheile der linken Seite von (1), (2) und (2*) 
folgen nun respective die Regeln 


(6) 1 
mi i 
hei dem Wegfallen der Zeiger b, е,..е ist auf der rechten Seite 
von (6) statt des Symbols die positive Einheit zu substituiren. 


CNS gr a Уа А жы 


KR =. =, СЙ аьле “fi Mad..e! 
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Es bleibt jetzt das Resultat zu untersuchen, welches die 
rechten Seiten von (1), (2), (2*) nach der ausgeführten Multipli- 
cation mit den angegebenen symbolischen Faetoren und der hier- 
auf vollzogenen formellen Addition liefern. Dasselbe lässt sich 
aus den gleichen Gründen als das Product von zwei Factoren 
auffassen; der erste links zu stellende ist 
(7) Y= +. Yn, 
der zweite rechts zu stellende 
(8) 1, = ho = ty hut. Р + Aut. ag tose киле ES 
geht aus 4 hervor, indem alle reellen Elemente, bei denen der 
Zeiger 1 vorkommt, negativ genommen werden, alle übrigen un- 
geändert bleiben. Durch die Vergleichung der rechten Seiten von 
(1), (2) und (2*) ergeben sich für die Multiplication der Symbole 
die Regeln 


(9) E ven үзчү”, б Кш; “ү, бе че; 


(9 ei CN thd le ec"? Ak La .d = Gét E SD, 

auch hier ist hei dem Wegfallen der Zeiger d,c,..e auf der rech- 

ten Seite von (9) statt des Symbols die positive Einheit zu setzen. 
Die Gleichungen (6) und (6*) liefern nach und nach die 

Relationen 

= | 


\ ta iy D d d 1a) 
(10) ) т б Бе tir = ho 

d Ze, ы Sth = Ze tp etc 
desgleiehen liefern (9) und (9*) die Relationen 

\ tp ty = РЕЧ" har 
(11) 1 tee = б, rine = hpo 

O Ай. = dÉ trae = Vane 


Das System (10) enthält Regeln für die Multiplication der Symbole 
von zwei Indices, ebenso das System (11); beide Systeme stimmen 
mit einander überein, sobald die vorhin für die Bezeiehnung ge- 
troffene Ausnahme berücksichtigt wird, nach welcher für jedes 
Paar verschiedener Indices a und Û 

(12) Th 

ist. Weiter folgen aus (6) und (6*) Regeln für eine Multiplication, 
bei der, von der Linken zur Rechten fortschreitend, neue Symbole 


1а 


www.rcin.org.pl 


74 Entstehung der complexen Ausdrücke der n-ten Ordnung. 


von zwei Indices hinzutreten, aus (9) und (9*) Regeln für Mul- 
tiplieation, bei der, von der Rechten zur Linken fortschreitend, neue 
Symbole von zwei Indices hinzukommen, und beide Systeme von 
Regeln bleiben dauernd in Uebereinstimmung. Man kann den 
gemeinsamen Inhalt derselben dahin zusammenfassen, dass jedes 
Symbol in der folgenden Weise als ein Product von Symbolen 
mit zwei Zeigern dargestellt werden darf, 


(13) EE OD ee Ир 

dass bei der Multiplication der Symbole diese Darstellung mit 
Beohachtung der Reihenfolge anzuwenden ist, dass die Zusammen- 
fassung eine beliebige ist oder das associative Gesetz gilt, und 
dass für die Multiplication der Symbole von zwei Zeigern die 
folgenden in (10) und (11) enthaltenen Regeln gelten, bei denen 


a, b, c drei beliebige unter sich verschiedene Indices bedeuten, 


(14) з о о Еа 


Es hat sich also gezeigt, dass, nachdem die linken und 

rechten Seiten von (1), (2), (2*) mit den angeführten symbolischen 
Factoren multiplieirt und addirt sind, durch Anwendung derselben 
Multiplicationsgesetze das Aggregat links als das Product 4X, 
das Aggregat rechts als das Product Y_7, dargestellt werden darf. 
Deshalb lässt sich der Inhalt der Gleichungen (1), (2), (2*), deren 
letztere eine nothwendige Folge der Gleichungen (1) sind, in der 
folgenden Weise als eine Gleichung zwischen zwei Producten aus- 
sprechen 
(15) AN = Wied, . 
Die Ausdrücke A, A, X, Y werden complexe Ausdrücke der 
n-ten Ordnung genannt. Wegen der Ableitung von (1) aus dem 
System (1) des Art. 1 ist in dieser symbolischen Gleichung die 
Transformation der Summe von я Quadraten in sich selbst durch 
eine beliebige lineare Substitution (1) von der Determinante 1 
enthalten, welche die dort aufgestellte Bedingung erfüllt, dass die 
zugehörige Determinante D des Systems (3) einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat, 
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4. 


Nachdem die Regeln für die Multiplieation der angewendeten 
symbolischen Factoren auf die Multiplication von Symbolen mit 
zwei Zeigern zurückgeführt sind, kann man noch einen Schritt 
weiter gehen, und die Symbole mit zwei Zeigern als ein symbo- 
lisches Product von Primitivzeichen auffassen, wodurch eine Dar- 
stellung der sämmtlichen 2"—2 Symbole, die nach Weglassung 
von + 1 vorhanden sind, mit Hülfe von n Primitivzeichen k, ,k,,...k 


entsteht. Für irgend zwei differente Zeiger a und b sei 

(1) tog ike hy, E = hal 

dann folgen aus (12) und (14) des vorigen Art. mit Nothwendig- 
keit die Gleichungen 


und man erhält aus (13) die Darstellung der übrigen Symbole 
Aas labea RR Ry, 
2 ОКУ = k, ky k, kake kr, 


Die Multiplication der Symbole wird dann auf die Multiplication 
der Primitivzeichen zurückgeführt; man schreibt die zu multipli- 
eirenden Symbole in der gegebenen Reihenfolge neben einander, 
ersetzt jedes Symbol durch seinen Ausdruck in den Primitiv- 
zeichen, und beobachtet für die Multiplication der in bestimmter 
Reihenfolge nebeneinander stehenden Primitivzeichen die Regeln, 
dassVertauschung von zwei benachbarten ungleichen Primitivzeichen 
die Multiplication mit der negativen Einheit als Faetor nach sich 
zieht, und dass, wenn zwei gleiche Primitivzeichen neben einander 
stehen, dieselben zu entfernen und durch die negative Einheit 
als Factor zu ersetzen sind. Zu den Gleichungen (2) kommt also 
noch die Gleichung 

(4) kk,=—1 

hinzu. Ist man durch die Anwendung der aufgestellten Regeln 
zu einem Produet gelangt, das nur Primitivzeichen von lauter 
verschiedenen Zeigern enthält, so stimmt dasselbe nothwendig 
mit einem der in (3) enthaltenen Symbole überein. Für die com- 
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plexen Ausdrücke der n-ten Ordnung (4), (5), (7), (8) des vorigen 

Art. entstehen somit die Darstellungen 

A = Atk Es Act, FK А+... hey hy ky haga! -- 

e 4 Ayes Ak, yd, +... +h, ks Aa F.. —k, EE E Ligat 
| Х = 1+2, +...+k Е, x, 


У = у +, hy, +... БЕА, у, 
Das Bildungsgesetz von „17, lässt sich jetzt so aussprechen, dass 
-f, aus „7 hervorgeht, indem überall das Primitivzeichen E, durch 
— k, ersetzt wird, die übrigen Primitivzeichen aber ungeändert 
bleiben. 


5. 
Es möge jetzt mit einer von Null verschiedenen Grösse A, 
м (м1) 
паа = 


gebildet werden, welches die Gestalt von (14) in Art. 1 hat, 
A, th Zack, Е th 2, Ka 4, Atay 9+. ч Ei, 
de Fy Zeck, Fin Zu = Ay Mackie ek, +4 9, 


beliebigen Grössen 4,, ein System von Gleichungen 


(1) . - D D С D $ . 
А аА, eck, te Yi +4, Back. ter 


їп 


Dasselbe liefert vermöge der von den Herren Cayley und 
Hermite herrtilirenden Methode eine Substitution von der Deter- 


minante 1, welche die Quadratsumme kack, а? in die Quadrat- 
summe HERE- Y, verwandelt. Die Determinante der Coefficien- 
ten der linken wie der rechten Seite ist, wie am Schlusse von 
Art. 1 besprochen worden, gleich dem Produet der Potenz i? 
in ein Aggregat von 2"7" Quadraten, welches die Norm des aus 
den Elementen 4, und A, gebildeten Ausdrucks A genannt, und 
folgendermassen bezeichnet werden soll: 

(2) N(A = ++... sgt... 

In Folge der getroffenen Voraussetzung, dass A, von Null ver- 


schieden ist, sind die Basen aller eingehenden Quadrate eindeutig 
bestimmt, und ist wenigstens eine, nämlich A,, von Null ver- 
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schieden. Mithin kann auf dem reellen Gebiet, auf dem sich die 
gegenwärtige Betrachtung bewegt, die Norm N (1) nicht gleich 
Null sein. Daher giebt die Auflösung des Systems (1) nach den 
Variabeln zi, 2, ... z, ein eindeutig bestimmtes System von 
Funetionen der Variabeln %,, y,, ... 4,, bei dem das System der 
Coeffieienten eine Determinante hat, die gleich der positiven Ein- 
heit ist. Es genügt ferner, die Gleichungen (1) der Reihe nach 
mit den Factoren 2,+%,, 2+0, ... 2,+y, zu multiplieiren, zu 
addiren, und durch die von Null verschiedene Grösse 4, zu divi- 
diren, um die Gleichung 
(2) tt Бау, = 0 

zu erhalten, aus welcher die verlangte Transformation folgt: 

Von entscheidender Wichtigkeit ist es nun, sich zu über- 

zeugen, dass, wenn die aus (1) eindeutig folgende Substitution so 
bezeichnet wird, 

2 = Oy У +9 95+. . we 

Za == Ay, Yit aa Yat.. ba, 


H 
LO WA, Mack, FE, Ha 


die Determinante des aus diesen Coeffieienten gebildeten Systems 
СИЕ ME ae | 


(4) "a b "atl. 2n | 
En H DN SE Sang? 


welche wieder D genannt werden möge, nicht verschwinden kann. 
Aus (1) folgt das System 
Ay (z+) +2, (aa +g) +, ty) 224,9, 

(5) | el a pres) ЕЛЕ (et): se 240 Ms 

| д A el A (At R БА (Е, fe = = o. Yan 
aus (3) das System 
tity, = (a +1) YF @ Yat... + GH, 
La tY = а EC Los „+ oY, 


(6) 


oe a, y+ oe FAE 
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Daher ergiebt die Einsetzung der Ausdrücke (6) in (5) zwischen 
den Determinanten der Systeme der Coeffieienten die Gleiehung 


(7) TF Niet DA; 
oder nach Fortlassung des von Null verschiedenen Factors A". 
(8) Naa) Dean 


Es kann daher, wie behauptet worden, die Determinante D nicht 
gleich Null sein. Hiermit ist der Beweis erbracht, dass zu jedem 
System von Elementen A, und 2,» bei dem 4, nicht gleich Null 
ist, ein System von Gleichungen (1) gehört, aus dem eine Sub- 
stitution (3) folgt, welche nach der Voraussetzung des Art. 1 so ein- 
gerichtet ist, dass die zugeordnete Determinante D nicht verschwin- 
det. Demnach enthält das System (1) unter der das Element A, be- 
treffenden Annahme genau die in Art. 1 betrachteten Substitutionen, 
und gestattet die simmtlichen in Art. 1 gemachten Folgerungen. 
Wenn daher aus dem System von Elementen A, und 4,, der Aus- 
druck < dargestellt wird, so gelten auch die in Art. 3 mit (1), 
(2), (2*) bezeichneten Gleichungen, und die betreffende Substitution 
wird in der dortigen Gleichung (15) zusammengefasst, die ich 
jetzt wiederhole, 

(9) AX=YA. 

Das System (1) in Art. 1, für welches D einen von Null 
verschiedenen Wertli hat, ist aus einem daselbst beliebig gegebenen 
System abgeleitet worden, indem bei dem letzteren eventuell für 
eine gewisse gerade Anzahl von Vertikalreihen die Coefficienten 
mit der negativen Einheit multiplieirt wurden. Man erhält also 
alle dem in Rede stehenden Zwecke dienenden Substitutionen von 
der Determinante 1 dadurch, dass in dem System (1) des Art. 1 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, dem System (3) des gegen- 
wärtigen Art. auf alle möglichen Arten für eine gerade Anzahl 
von Vertikalreihen alle Coefficienten mit der negativen Einheit 
multiplicirt werden. Es sei a,b,c,..f eine Gruppe von Zeigern 
von gerader Anzahl, g bedeute indefinite die Zeiger, welche in 
dieser Gruppe nicht enthalten sind; dann mögen die Variabeln 
Yis Yor ++ H, mit n neuen Variabeln durch das System von 


Gleichungen verbunden werden, 


(10) Yl og er I TR 
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Diese Substitution hat die Determinante 1, bewirkt bei der Ein- 
setzung in (3), dass in den Vertikalreihen mit den Zeigern а, Б, ¢,..f 
alle Coefticienten den Factor — 1 erhalten, und erfüllt die Glei- 
ehung 


(11) ++. +, tat. te. 

Setzt man jetzt 

(12) Z= г,+ЮЬ,Ё„з„+...+Ь,Ё„в„, 

ferner 

(13) J=k,k,k,...k,, 

und ausserdem J, = — J oder J, = J, je nachdem unter den 


Zahlen a,b,e,...f die Eins vorkommt oder nicht, so werden die 
Gleichungen (10) durch die eine Gleichung 


(14) J (y+, ka Yat. . +k, Ё, у„) = (2, +8, hy eat... +h ka) J, 
reprasentirt. Wenn also die Gleichung (9) links mit J multi- 
plieirt, und vermöge des für die eingeführten Symbole geltenden 
associativen Gesetzes nach (14) das Product JY durch ZI, ersetzt 
wird, so entsteht die Gleichung 

(15) JAX=ZJA,. 

Dieselbe schliesst auch die Gleichung (9) in sieh, wofern die Be- 
stimmung J = 1, J = 1 mit hinzugenommen wird, und stellt dann 
alle Substitutionen von der Determinante 1 dar, welche die Trans- 
formationsgleichung 

(16) sik, +e = ++... +2, 

befriedigen. 


6. 


Die Gleichung (15) des vorigen Artikels entsprieht genau der 
Gleichung (20) in I, Art. 1, für и = 2, und der Gleichung (31) 
in I, Art. 3, für a=3. Aus den angeführten Gleichungen ist an 
den betreffenden Stellen geschlossen worden, dass für »=2 der 
Inbegriff der Ausdrücke A, +12, und i (A,+:4,,) mit dem Inbegriff 
der complexen Grössen a+ib, für n =3 der Inbegriff der Aus- 
drücke J 4 mit dem Inbegriff der Quaternionen a+i,,b+i,, лг 4 


zusammenfällt, wo die’ reellen Elemente a, b, und a, be d nur 
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die Bedingung zu erfüllen haben, das für a=2 die Norm 
ae, für n=3 die Norm ас nicht verschwinden 
darf. Um aber in dem gegenwärtigen Falle, wo n > 4 ist, den 
Inbegriff der in der Bezeichnung J 1 enthaltenen Ausdrücke auf- 
zufassen, wird die Einführung einer Unterscheidung nothwendig. 


x ss H H —i + H 
Es möge ein Ausdruck, der mit 2” ganz beliebigen reellen 


Grössen d Py, ... und den 2” eingeführten Symbolen ge- 
bildet ist, 
(1) P = Poth, ka Pot. +h, Fa Fa ky Piogto 


ein unbeschrankter complexer Ausdruck der n-ten Ordnung genannt 
werden. Wenn dagegen mit einer von Null verschiedenen reellen 


Grösse A, und z ur 1 beliebigen reellen Grössen 4,, nach der 
Vorschrift die Verbindungen A... hergestellt sind, und der 
Ausdruck 

(2) Mmm EHRE Lo... FR Ардаа. 

gebildet ist, wenn ferner J eines der folgenden Symbole bedeutet 
(3) ZEN ОЕ, .., 

so soll der Ausdruck 

(4) JA 


ein regulärer complexer Ausdruck der n-ten Ordnung heissen. Auch 
bei den unbeschränkten eomplexen Ausdrücken wird in Betreff 
der Bezeichnung festgesetzt, dass, wenn mit den Zeigern, die einer 
reellen Grösse zugehören, eine Vertauschung vorgenommen wird, 
die betreffende reelle Grösse die positive oder negative Einheit 
als Factor erhalten soll, je nachdem die Permutalion zur ersten 
oder zweiten Classe gehört. Weil die Anzahl der unabhängigen 
reellen Bestandtheile in dem unbeschränkten complexen Ausdruck 
der »-ten Ordnung gleich 
Zeg? 
in dem regulären complexen Ausdruck der »-ten Ordnung aber 
gleich 
14 A (n—1) 
2 
ist, weil ferner diese Zahlen fiir n = 2 und fürn = З tibereinstim- 


men, für n > 4 aber die erstere Zahl die grössere ist, so hat die ge- 
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troffene Unterscheidung erst für n > 4 eine Bedeutung, und zwar 
kann dann die Gesammtheit der regulären complexen Ausdrücke 
nur ein Theil der Gesammtheit der unbeschränkten complexen 
Ausdrücke sein. 

Für die Rechnung mit den unbeschränkten complexen Aus- 
drücken derselben Ordnung ergeben sich nun die folgenden Regeln. 
Bei der Addition, respective Subtraction, werden die reellen Fac- 
toren der gleichen Symbole addirt, respective subtrahirt. Da die 
Subtraction auf die Addition zurückgeführt werden kann, so ge- 
nügt es zu sagen, dass die Addition von zwei oder mehreren 
Ausdrücken der n-ten Ordnung einen Ausdruck der n-ten Ordnung 
liefert, und dass die Summanden beliebig vertauscht oder zusam- 
mengefasst werden dürfen. Nach den in Art. 3 und 4 für die 
Multiplication der Symbole entwickelten Regeln bringt die in einer 
bestimmten Reihenfolge auszuführende Multiplication von zwei 
oder mehreren Ausdrücken der n-ten Ordnung ebenfalls einen 
Ausdruck der n-ten Ordnung hervor. Die Anordnung der Fac- 
toren darf hierbei nieht geändert werden, dagegen ist jede be- 
liebige Zusammenfassung mit Beobachtung der Anordnung gestattet, 
oder das associative Gesetz gültig. Ein reeller Factor darf von 
der Stelle, an der er sich befindet, an jede beliebige andere Stelle 
gerückt werden. 

Jeder unbeschrinkte complexe Ausdruck Ф gehört zu einer 
Gruppe von Ausdrücken, die aus dem gegebenen durch gewisse 
mit den Symbolen vorzunehmende Operationen erhalten werden. 
Eine in Art. 4 gebrauchte Operation besteht darin, ein einzelnes 
Primitivzeichen, z.B. k, durch —k, zu ersetzen, und alle übrigen 
ungeändert zu lassen. Der auf diese Weise aus ® entstehende 
Ausdruck ist nach der Analogie von -7, mit Ф, zu bezeichnen. Man 
gelangt aber zu einer anderen Darstellung, indem man die fol- 
gende Bemerkung benutzt. Es sei a', b', e',...f' eine Gruppe von 
Zeigern von gerader Anzahl, mit deren Anwendung das Symbol 


(5) Kb Bigs ly 


а oi 
gebildet werde. Für dasselbe ergeben sich zwei verschiedene Be- 
stimmungen, je nachdem die Zahl a unter den Zahlen a‘, Ai, ei... E 
enthalten ist oder nieht. Im ersten Falle darf man annehmen, 


dass а’ = а sei; dann ist nach den geltenden Regeln 


Lipschitz, Summen von Quadraten. - 6 
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ky. k= —1, kp Е... Е = — kyr by, he Be, 
folglich wird (5) gleich 
(6) —k kk, ..%,,. 
Im zweiten Falle hat man dagegen 

k, ka ky. Bee kp = + Ry. Ry. К... ЕЕ 
und deshalb (5) gleich 
(7) ee 
Wenn also aus einem gegebenen Symbol E k, k... k, das Symbol 
(5) abgeleitet wird, so erhält dasselbe den entgegengesetzten oder 
den gleichen Werth, je nachdem die Zahl a unter den Zahlen 
a‘, b', e'...f‘ vorkommt oder nicht. Dies ist aber gerade die Ver- 
änderung, welche mit den einzelnen in dem Ausdruck ® auf- 
tretenden Symbolen vorgenommen werden soll, um Ф, hervorzu- 
bringen. Wenn also das Primitivzeichen %, nicht nur, wie bisher, 
in Verbindungen von gerader Anzahl, sondern auch isolirt ange- 
wendet wird, so ergiebt sich auf Grund der für die Primitiv- 
zeichen geltenden Regeln für den Ausdruck Ф, die gesuchte Dar- 
stellung 
(8) oO, =—k,Ok,. 
Es steht nichts im Wege, іп Ф, das Primitivzeichen k, in —k, 
zu verwandeln, und so fortzufahren, indem immer neue Zeiger 
hinzugenommen werden, woraus die Gleichungen hervorgehen, 
{ Ф,» = — К, Ё, ФЕ, К, 


(9) Io, = — Е, bk, Ok, kk 


bene 


u. 8. f. 
Dieselben zeigen, dass in ®,, die Vertauschung der Zeiger 


a und b, in Ф 


abe 


die Vertauschung der Zeiger a,b,c u. s. f. ohne 
Einfluss ist, und dass, wenn statt ® ein Product von mehreren 
Factoren gesetzt wird, die folgenden Gleichungen gelten, bei denen 
die Reihenfolge der Factoren auf beiden Seiten dieselbe ist, 
(10) (Ф Ч...) =O, Ч... 
(Ф ч...) „== Ф,, Ф,,... 

us. Ё 

Es ist leicht einzusehen, dass, wenn für jedes Primitivzeichen 
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das gleiche und entgegengesetzte substituirt wird, der Ausdruck 
® ungeändert bleibt, oder die Gleichung gilt 
(9*) ®=—kk,...k, Ok. E 
Aus derselben folgt weiter, dass wenn die n Primitivzeichen auf 
irgend eine Art in zwei Combinationen getheilt werden a,b,..d 
und р, g, r, .. t, die Gleichung besteht 

(9**) Ф 
Es können daher in der Gruppe von Ausdrücken, zu denen Ф 
gehört, nur so lange neue erhalten werden, als die Zahl der bei- 
gefügten Zeiger kleiner als die Hälfte der Zahl oder ihr gleich 
ist; ım letzten Falle werden immer zwei und zwei Individuen 
einander gleich. Die Anzahl der in dieser Gruppe vorhandenen 
Individuen ist deshalb stets gleich der Hälfte der Summe 


wäit э Por. 


nin ) 


int e EE 


das ist, gleich 27. 

Eine zweite mit dem Ausdruck ® vorzunehmende Operation 
besteht darin, dass man für jedes Symbol die Reihenfolge der Pri- 
mitivzeichen umkehrt, mithin kk ink,k,, k,k,k,k, in А, АЕ k, 
verwandelt, u. s. f£ Durch diese Operation, bei der die ein- 
zelnen Symbole mit der negativen Einheit multiplieirt werden 
oder ungeändert bleiben, je nachdem die Hälfte der Anzahl ihrer 
Zeiger ungerade oder gerade ist, soll der Ausdruck ® in den 
Ausdruck ®' übergehen, welcher der ги  conjugirte heisse, 

(11) d = pot ke ky Piat- bh ky hgh, Фф +... 

Offenbar ist zu @‘ wieder der Ausdruck Ф eonjugirt, die Beziehung 
eine gegenseitige. Wenn hier statt ® ein Product von mehreren 
Factoren Ф F.. gesetzt wird, so folgt aus den für die Primitiv- 
zeichen geltenden Regeln sogleich, dass in dem Ausdruck, welcher 
zu dem Product DF.. conjugirt ist, die Reihenfolge der Factoren 
die entgegengesetzte wird; man hat demnach die Gleichung 

(12) ar. et a 

Bildet man aus dem unbeschränkten Ausdruck ® und dem 
zu ihm conjugirten das Product 
(13) Ф'Ф, 
dann lehrt (12), dass dasselbe zu seinem conjugirten Ausdruck 
wieder das Product dr: Ф, das heisst, sich selbst hat. Das Pro- 
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duct Ф' Ф kann deshalb nur solehe Symbole erhalten, die mit 
sich selbst eonjugirt sind, und dies sind nach dem Obigen die- 
jenigen, bei denen die Anzahl der Zeiger durch Vier aufgeht. 
Wird die Rechnung für die kleinste in Frage kommende Zahl 
n= 4 ausgeführt, so findet sich das Ergebniss 
(М) wett әм 

+ k ky Fg k, 2 (фофоза Фе Ta +18 Фи Pos)» 
in welchem der Factor des Symbols E, k, К, E, nicht identisch ver- 
schwindet. Dies tritt aber sofort ein, sobald ® die Beschaffenheit 
des in (2) definirten regulären Ausdrucks _7 erhält; denn dann 
ist, indem q, von Null verschieden vorausgesetzt wird, nach (15) 
des Art. 1, 
_ Pio Фа —Ф1з For Фа Pos 

P1234 = f : 

Der Unterschied zwischen den unbeschräukten und den regulären 
complexen Ausdrücken wird also bei dem Product der conjugirten 
Ausdrücke schon für n = 4 fühlbar. 

Ich werde jetzt zeigen, dass für den regulären Ausdruck A 
das Product A'A gleich einer reellen von Null verschiedenen 
Grösse, nämlich der in (2) des Art. 5 definirten Norm N (A) ist, 
indem ich von der dortigen Gleichung (9) ausgehe, 


(15) AX=YA. 
Hier ist zu beachten, dass nach der aufgestellten Definition der 
mit den reellen Veränderlichen &,, 2,, ... х, gebildete Ausdruck 


X ein regulärer ist, und ebenso der mit den reellen Veränder- 
lichen уу, у, --- У, gebildete Ausdruck У. Was ferner die Ab- 
leitung der mit 4 zusammengehörigen Ausdrücke 4,, 1‘ anlangt, 
so kann hier statt der für die unbeschränkten Ausdrücke ange- 
gebenen Aenderung der Symbole eine Aenderung der unabhängi- 
gen reellen Elemente angewendet werden. Es entsteht 4, aus 
A, indem die von Null verschiedene reelle Grösse A, ungeändert 
bleibt, und von den er) reellen Grössen A,, diejenigen und 


nur diejenigen in —A,, verwandelt werden, bei denen einer der 
Zeiger р oder q mit a zusammenfällt; desgleichen entsteht 4‘ 
aus 4, indem 4, ungeändert bleibt, und für alle Paare von Zei- 
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gern A,, in —A,, verwandelt wird. Aus diesen Gründen sind 


die mit dem regulären Ausdruck 4 zusammengehörigen Ausdrücke 
A,, Ap +-+ A ebenfalls regulär. 
Fiir den reguliren Ausdruck 
X=2,+h, ka z+...+k, К, x, 
ist 
X'=2,+h, k St, FE ENZ 
Da das Product X’ X kein Symbol mit vier.Zeigern enthalten 


kann, so muss es sich auf seinen reellen Bestandtheil reduciren, 


2 


die Summe der Quadrate tat, Lä und man hat 


п? 
(16) Х'Х= М(Х) = ëtt, Lë 
Für den regulären Ausdruck 

Y = yth К Ya +... ky, 
gilt das entsprechende, 
(17) YY=NN=yH4yt..+%, 
so dass die zu (15) gehörende Transformationsgleichung die Ge- 
stalt annimmt 
(18) N(X)=N(¥). 
Aus (15) folgt, indem von beiden Seiten der conjugirte Ausdruck 
genommen wird, nach (12), 
(19) X' A = AY’, 
mithin durch Multiplication 

XA AX=AY'YA, 
und ferner 

(X X) A AX=X ALYY) A. 

Der reelle von Null verschiedene Factor Y’ Y darf an eine 
beliebige Stelle gerückt werden, ebenso wie der demselben gleiche 
Factor XX‘. Es ist daher auch gestattet, die beiden Seiten der 
Gleichung durch diesen Factor zu dividiren, und es kommt die 
Gleichung 


(20) AA ER U they 
Nachdem für X der vollständige Ausdruck substituirt ist, müssen 
wegen der unbeschränkten Veränderlichkeit von z,, 2, ... %, 


die Factoren dieser Grössen auf beiden Seiten gleich sein. So 
entstehen die n Gleichungen 
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ТЫ WEHR 
(a1) A‘ Ahh, = ky ky A', A, 


A’ ЛК, bb, A A. 


Nun ist nach (8) und (9) 
A; A, = —k, A‘ Ak, 
demnach folgen aus (21) die Gleichungen, in denen a nach der 
Reihe die Zahlen’ von 1 bis м durchläuft, 
E 
oder auch 
(22) к 1 A E ا‎ 
Durch Wiederholung desselben Verfahrens kann immer ein neuer 
Zeiger hinzugefügt werden, und man erhält für eine beliebige 


Combination von Zeigern a, b, ... f die Gleichung 
(23) A A= Л.у Ay, T A A) YO 


Das Product 4'4 ist demnach gleich einem Ausdruck Ф, welcher 
die Eigenschaft hat, für jede Combination von Zeigern die Glei- 
chung 

(24) D= Dow 
zu erfüllen. Ein unbesehränkter eomplexer Ausdruck von dieser 


Beschaffenheit muss sich aber auf seinen reellen Bestandtheil o, 


redueiren. Denn bildet man für einen unbeschränkten Ausdruck 
die Summe Веза so fallen alle Symbole fort, die den Zeiger 
a enthalten, und es bleiben nur die Glieder übrig, deren symbo- 
lische Faetoren den Zeiger a nicht enthalten. Auf diese Weise 
lassen sich nach und nach die Zeiger 1, 2, 3, .. (0—1) elimini- 
ren. Weil aber der Zeiger n für sich allein nicht auftreten kann, 
insofern alle Symbole eine gerade Anzahl von Zeigern enthalten, 
so bleibt nach Vollendung dieser Operation nur der reelle Be- 
standtheil übrig, welcher in die reelle Einheit multiplieirt ist, und 
es besteht für denselben die Darstellung 

Ф+Ф,+Ф0,+..+Ф,, („у 


ar! = Po М 


(25) 


Vermöge derselben muss aber jeder Ausdruck, der die Bedingun- 
gen (24) erfüllt, reell sein. Das Product 77 4 ist also, wie be- 
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hauptet worden, seinem reellen Bestandtheil gleich, welcher die 
folgende Gestalt hat, 

(26) AA= МА) = 4+... Ady tees 

und gleichzeitig die Norm der mit A zusammengehörigen Aus- 
drücke A’, A,, Ay, .. bildet. Auch der in (4) definirte regu- 
lire Ausdruck J.7 hat dieselbe Norm. Denn wenn J‘ das zu 
J conjugirte Symbol bedeutet, so ist 7‘ J‘ zu JA conjugirt, ferner 
J‘J=1, und 4'J'J A= A'A Die Gesammtheit der regu- 
lären Ausdrücke, die aus 4< durch die erwähnten Operationen 
erhalten werden, die aus denselben reellen Elementen zusammen- 
gesetzt sind und dieselbe Norm haben, möge eine Genossenschaft 
genannt werden. 

Mit Hülfe der so eben bewiesenen Grundeigenschaft der re- 
gulären Ausdrücke der n-ten Ordnung lässt sich aus der Gleichung 
(15) eine Darstellung der Verbindung X selbst ableiten. Indem 
auf beiden Seiten links mit Z‘ multiplieirt wird, ergiebt sich 
(27) NAX=14YA; 
hier ist es gestattet, durch die reelle von Null verschiedene Norm 
N(A) auf beiden Seiten zu dividiren, und dann die in X verei- 
nigten Variabeln z,, 2, ... %,, von einander getrennt, als Func- 
tionen der Variabeln %,, %,, ... У, auszudrücken. Die Coefficien- 
ten erscheinen hier als Brüche, deren gemeinsamer Nenner die 
Norm N (A) ist, und deren Zähler ganz homogene Funetionen des 
zweiten Grades von den Grössen Ay, Rab» Auen... Sind. Fürn = 3 
erhält man so die Gleichungen (25) in I, Art. 3. 


7. 


In Art. 5 ist gezeigt worden, dass, wenn J=k,k,k,... kr ist, 
die Einsetzung von JA für 1 in die dortige Gleichung (9) die 
Wirkung ausübt, dass in der zugehörigen Substitution die sämmt- 
lichen Coeffieienten der Vertikalreihen, deren Zeiger a,b,c...f 
sind, mit der negativen Einheit multiplicirt werden. Auch für 
die übrigen Individuen der Genossenschaft, zu der 4 gehört, kann 
eine entsprechende Beziehung nachgewiesen werden. Wenn » 
einen beliebigen Zeiger, q den Inbegriff der von р verschiedenen 
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Zeiger bedeutet, und wenn zwei neue Systeme von Veränderlichen 
durch die Gleichungen 


(1) Kar Bee BC 
l EE СА 


eingeführt werden, so ist der Erfolg der Substitution in die Sy- 
steme (1) und (3) des Art. 5 derselbe, als ob in beiden x durch 
u, y durch z ersetzt wird, in (1) alle Grössen A,, mit der nega- 
tiven Einheit multiplicirt werden, bei denen p mit einem der Zeiger 
übereinstimmt, in (3) alle Coefficienten der p ten Vertikalreihe und 
der p ten Horizontalreihe mit der negativen Einheit multiplicirt 
werden. Durch die für die A,, angegebene Operation verwandelt 
sich 4 in A,. Die Anwendung von 4 in 4, in der Gleichung 
(2) AX=YA, 
hat also den Effect, die Vorzeichen aller Coefficienten der р ten 
Horizontalreihe und der pten Vertikalreihe der zugehörigen Sub- 
stitution umzukehren. Bei der Anwendung von 7, , erfolgt eine 
Umkehrung der Vorzeichen für die р te Vertikal- und Horizontal- 
reihe so wie für die q te Vertikal- und Horizontalreihe п. s. Nun 
ist nach (9) des Art. 6 
A, =— k, Ak, A, = — kpk, Ak, ky 

Benutzt man daher ferner beispielsweise einen Ausdruck J4, . 
wo J=k,k,k,k,k,k, sein möge, so kommt 

JA, = — E, hk, ka Ak, К, 
und es leuchtet nach dem Obigen ein, dass in der zugehörigen 
Substitution die Umkehrung der Vorzeichen in den Vertikalreihen 
von den Zeigern a,b,c,d und in den Horizontalreihen von den 
Zeigern p,q geschieht. 

Hiermit ist das allgemeine Resultat gefunden, dass, wenn 
stait 1 ein Ausdruck genommen wird, der aus A hervorgeht, in- 
dem links mit einer Anzahl von Primitivzeichen und rechts mit 
einer Aneahl von Primitivzeichen multiplieirt wird, wobei nur die 
Summe der beiden Anzahlen eine gerade Zahl sein muss, in der zuge- 
hörigen Substitution die Coefficienten aller Vertikalreihen umge- 
kehrt werden, deren Zeiger durch die Zeiger der Primitivzeichen 
auf der linken, und die Coefficienten aller Horizonialreihen um- 
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gekehrt werden, deren Zeiger durch die Zeiger der Primitivzeichen 
auf der rechten Seite bestimmt sind. 

In dieser Weise ist die Wirkung der Multiplication mit Pri- 
mitivzeichen auf ein System combinatorischer Operationen zurück- 
geführt, die mit den Coefficienten der zugehörigen Substitution 
vorgenommen werden. Die Abgeschlossenheit dieses Systems ist 
evident. Da die Coefficienten der aten Vertikalreihe in ihrem 
gemeinsamen Zeiger a mit der Variable y,, die Coefficienten der 
aten Horizontalreihe in ihrem gemeinsamen Zeiger a mit der 
Variable z, übereinstimmen, so kann man die durch Anwendung 
des Primitivzeichens A, hervorgerufenen Operationen bis zu den 
genannten Variabeln zurückverfolgen, und darf sagen, dass dieses 
Zeichen zu den Variabeln x, und y, gehört, die den gleichen 
Zeiger tragen. Es ist vorhin bemerkt worden, dass in der Gruppe 
der Ausdrücke 4, A. -1,,,.. die Anzahl 2””' Individuen ent- 


halten ist, und dass das Symbol J die Anzahl 2” von Werthen 
annimmt. Durch die bisher angewendeten Operationen erhält man 
daher 2°” Genossen. 

Wofern in dem System (3) des Art. 5 die Variabeln y,,%,,- - У, 
als Funetionen der Variabeln &,,2,,...x, dargestellt werden, во 
ergiebt sich bekanntlich das System 

Y= % +, Tr... +4,, 2, 

(3) {у fe тж Gu 2, +0, 23+... +O. =, 

= Gh, Garin, аавв, Cc 
Dasselbe lässt sich aus dem ursprünglichen erzeugen, indem 
x mit y, und jede Vertikalreihe mit der gleichnamigen Horizontal- 
reihe vertauscht wird. In gleicher Weise bleibt das System (1) 
des Art. 5 ungeändert, wenn z mit у vertauscht, und überall А, 
in Apa == А, verwandelt wird. Durch die letztgenannte Aende- 
rung geht nun der Ausdruck < in den conjugirten 4’ über. Die 
Ersetzung von -7 durch 4’ in der Gleichung (2) bewirkt also, 
dass in der zugehörigen Substitution die Coeffieienten jeder Ver- 
tikalreihe mit denen der gleichnamigen Horizontalreihe ver- 
tauscht werden. Es ist also auch die Operation, durch welche 
-1' aus A erhalten wird, auf eine mit den Coefficienten der zu- 
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gehörigen Substitution auszuführende combinatorische Operation 
reducirt. Durch die in Rede stehende Operation wird die Anzahl 
der Genossen des regulären Ausdrucks _7 verdoppelt, also auf 
die Zahl 2°" erhöht. Weil aber zwei Genossen A und — 1 die- 


selbe Substitution hervorbringen, so ist die entsprechende Gesammt- 


zahl der Substitutionen gleich 207" `. Für n = 3 entstehen hieraus 


die Zahlen, welche ich am Schlusse von I, Art. 3 für die Qua- 
ternionen angegeben habe. Dagegen stellt sich heraus, das für 
п ==2 die durch „7“ angedeutete Operation mit der Operation 
A, zusammenfällt, und daher keine neuen Genossen hervorbringt. 
Dass die Gesammtzahl der Genossen hier acht beträgt, ist daher 
unter dem Gesichtspunkt der Theorie der Summen von beliebig 
vielen Quadraten als Ausnahme von einer Regel zu betrachten, 
die mit den Quaternionen beginnt und bei den complexen Aus- 
drücken von höherer als der dritten Ordnung stets gültig bleibt. 


8. 


Die Gleichung (8) des Art. 5 bildet einen speciellen Fall 
einer allgemeinen Relation, die ich jetzt ableiten werde, um die 


9—1 


zwischen den 2” reellen Elementen 5,5 „5... vorhandene 


Symmetrie ins Licht zu setzen. Hierzu dient die Bemerkung, 
dass in der dortigen Gleichung (2a), welche das Transformations- 
problem der Quadratsummen ausdrückt, statt jedes Paares gleich- 
namiger Variabeln z, und y, ein Paar von neuen Variabeln r, 


und 0, so eingeführt werden kann, dass die linke Seite der Glei- 


chung in sich selbst übergeht. Nachdem jedem der n Zeiger a eine 
beliebige reelle von Null verschiedene Grösse r, zugeordnet ist, 


setze man 


(1) 


T7 Ya = (ve) fen 
‘ 1 
| z tY, =(,+9,) РУ ’ 
dann ist offenbar 
(2) gn Fu PR 
und gleichzeitig folgt aus (1) des Art. 5 das System von Glei- 
chungen 
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1 
do = D = Aug (E, +) CD SR = +4,, СЭ) rr 


n 


1 1 
A =A, (x = За 
(3) 0 (І, Do) 21 (Ей) D ST: a „А, („+ 0,) Gr 


1 
% d d БЫ d Cha rr. aras +4, a—) Gero.) er 
a 1 


n nel 


oder auch 


i ++ 22. tt. Ре. rac +h,) = 24,9, 


(4) tt @+%,)+.. к (E, FY,) = 2200 
з? 


MR 7 І 
m (GÄnÄt (2,+0,)+. R +A, (т„+\„) == 2% D. 
ri Ta Ta LES 


Dasselbe entsteht aus dem System (5) des Art. 5 


Ay (THY) НА, (Taty). . Hin, @„+у„) = 2209 
(5) А HA) Ho (z+ ya) +... AA, DECH, = 2Y» 


A FY) Hin (a+) +... FA (E, +9) = 2,9, 


A 

„ D H H b D 

indem x in 2, D in y, A, in on verwandelt wird, und A, unge- 
а y 


ändert bleibt; es enthält daher (4) eine Substitution von der De- 
terminante 1, welche die Gleichung 


(6) UER.. +, = 0 
erfüllt. 
Aus den Gleichungen (1) folgt 
| aS (+2) sl =| Ya 
(7) k a 


1 1 
| 9= (rp) tat ( tote) Ho 


Es werde nun für jeden Zeiger a mit s, eine numerisch über der 
Einheit liegende Grösse bezeichnet, und 
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үз —1 


(8) АА 


gesetzt, wo die Vorzeichen der Quadratwurzeln beliebig gewählt 
werden dürfen, so erhält man aus (7) die Gleichungen 


ES Fa, 
qe i Sg 
y3,—1 ¥s,+1 
(9) d 
Ss CaF Sa Yu 
D. | ees 6 
V¥s,—1 ys,+1 


Gleichzeitig liefert das System (3) des Art. 5 die Gleichungen 


| BAS, Уу (9+8) + “gat... Oin Yn 

(10) 2515) Ya ar OY + (Gy FS) Yt. -F En А 
L+S, Yn = ERr Dag EE ie Sy) СРЕ 

Wenn hier die Ausdrücke von у, aus (5) eingesetzt werden, so 

sind die Verbindungen z,+s,y, = ¥s,—1¥s,+1 Y, als Functio- 

nen der Verbindungen 

Xr tY, = Vs,;—1 
r, Ysti 


dargestellt, und diese Darstellung muss dieselbe sein, welche (4) 
liefert. Daraus folgt, dass das Product aus der Determinante 


+у„= (a tN 


Garp Cie g oon Ce 

Je. E 
(11) И. 9+5, In DET a S 
at ‚ @ а, ES 


ні 


und der Determinante 


de H Ay z has | 
(12) А, Žo э... А, = d: N(A) 
Zar EE З 


gleich dem Produet aus dem Faetor 
(13) (s +1) (s,+1) ... (s,+1) 
und der Determinante 
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Val ysi ¥s,—1 үз—1 | 

"үза yati "ri yeti 

ишш (estate, ш 

(14) ys,—1 Ysa +1 а || ai ys, +1 Kack) “wa 


ys, +L үз = —1, Vai ys, 1 / 
ГА GR 
GE (DES? u ys,+1 SCH ys,- u ч 


ist. Da das System (14) auf die vorhin angegebene Weise aus 
(12) erhalten wird, so darf die Determinante von (14) als das 


Product von 4) ” in die Norm des regulären complexen Aus- 


drucks 
—1 yet —ı 
(15) Дз. (фей) ER 
Watt  ys,+1 V¥s,+1/ 
үзү—1 ysi Үзү—1 үз,—1 үз,—1 үз,—1 
+k, k ===ж= ар = А 
1 "a IT Ysti +1 WË IC dp ES (Eer Yatı ysti 1234 
+... 
betrachtet werden, welcher aus 4 hervorgeht, indem überall A, 
А Үз 1 Vs 1 
ungeändert bleibt, und A,, durch —*-— —~_ Au ersetzt wird. 
Ys,+1 Ysti 
Aus dem Bildungsgesetze der Verbindungen A pea: ... folgt, dass 


(15) auch dadurch aus „7 entsteht, dass jedem Primitivzeichen E 


si 
der Factor аа hinzugefügt wird. Die Norm von (15) hat so- 
Sect 


wit den Ausdruck 


(15 *) „ту Км, *_ ) 
| үзү i Ys„—1 
Saal اي‎ вс = бА 
з +1 sti ti spi PT 


SS ei 2 
Р ee 


und man gelangt zu der Hauptrelation 
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(16) М (р (уу-уу 8) 


1) (8+1)... (8,+1) st, = ==) 
= $, deg US у... 5 
(si ae 2 n i ү», Е 1 Vs, Е і 


Insofern beide Seiten von (16) rationale ganze Functionen der n 
reellen veränderlichen Grössen s,, 8, .. S$, sind, so gilt diese 
Relation für jedes Wertbsystem dieser Grössen. Sie gilt offenbar 
auch für die Werte n = 2 und n = 3, für welche sie in J nicht 
abgeleitet ist. Die Determinante D (s,, 8, ... s,) umfasst die 
Gesammtheit der Determinanten, welehe im Art. 1 betrachtet wor- 
den sind. Für das Werthsystem s = 1, s,=1,... 8, = 1 geht 
dieselbe in die Determinante des dortigen Systems (3) tiber, die 
mit D bezeichnet worden ist. Nimmt man irgend eine gerade 
Zahl von Zeigern a, b, e, .. f, und multiplieirt in dem betref- 
fenden System die Coefficienten der zugehörigen Vertikalreihen 
mit der negativen Einheit, so wird die Determinante durch 
D (Sj, 8, ... 5,) dargestellt, indem s,, Sp, 8,, .. Sp den Werth der 


negativen, alle übrigen s, den Werth der positiven Einheit erhalten. 


СА 


Die rechte Seite von (16) nimmt für das Werthsystem 5, = 1, 


sl. ss— 1 den Werth 2” 22 an, во dass die Gleichung (8) 
des Art. 5 entsteht, von der ausgegangen wurde. Bei dem Werth- 
system 

5„== — 1, 5„==—1,.. в„==— 1, 5—1 
erhält auf der rechten Seite von (16) der Bestandtheil 27, ` ‚ den 


Factor 2", während alle übrigen Bestandtheile wenigstens einen 
Factor bekommen, der verschwindet; die rechte Seite stellt also 


den Werth 2” Ae cer dar. Mithin gelten für die sämmtlichen in 


Art. 1 verglichenen 2 


! Determinanten die Gleichungen 
| MEADE ТТ = 
(17) N(4A)D(—1,—1, 1, 1, ...1 = SL 
| N(4) D(—1,—1,—1,—1, ... 1) = 2" 2,4, 
nat 


Hiernach können die bezeichneten Determinanten niemals ne- 
gative Werthe annehmen, sie sind beziehungsweise den Quadraten 
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der Grössen Ay, hg, .. А, әз, proportional, und eine bestimmte De- 
terminante verschwindet nur mit der ihr zugeordneten Grösse А 
gleichzeitig. 

Die Addition der Ausdrücke, durch welche die 2””' Deter- 
minanten dargestellt sind, führt auf den in Art. 1 bewiesenen 
Satz zurück, vermittelst dessen die Auswahl einer Substitution 
ermöglicht ist, bei der die Determinante D nicht verschwindet. 
Sobald die Grössen s,, sy, ... S, einander gleich genommen wer- 
den, geht D (si, s,, .. s,) in einen vielfach behandelten Ausdruck 
über. 

Durch Verbindung der Gleichungen (9*), (16), (16*) in 
Art. 1 mit (8) des Art. 5 erhält man die Darstellungen der Producte 


do dans % deng = 
Г d D п—1 
(л), Еа о 


2 2 „3 
ee аа а. jaar, 1 
be, 


^\ о айай 
2\0a,, OC a де дать да OA 


s 
(лу _} ( Ls | d TE 


з Be 0 “abedef 
28 да» 04,3 du, асас 


п. 8. Ё, welche sich dem System (17) anschliessen. 


gi 


Unter den unbesehränkten complexen Ausdrücken sind die 
regulären nach Art. 6 dadurch ausgezeichnet, dass das Produet 
eines solchen Ausdrucks in den zu ihm conjugirten gleich einer 
von Null verschiedenen reellen Grösse ist. Prüft man aber, ob 
auch umgekehrt jeder unbesehränkte complexe Ausdruck von der 
erwähnten Eigenschaft ein regulärer ist, so erweist sich dies durch 
Zuziehung der dortigen Gleichung (14) für die Werthe n = 4 
und 2 = 5 als zutreffend, gilt jedoch nicht mehr für die höheren 
Werthe der Zahl n. Es müssen also die regulären complexen 
Ausdrücke einer beliebigen Ordnung noch andere Eigenschaften 
haben, durch welche sie sich von den nicht regulären unterscheiden. 
Solehe Eigenschaften ergiebt die Beobachtung der in Art. 6 aus 
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(15) abgeleiteten Gleichung (27). Bei explieiter Darstellung von 
X und Y lauten diese Gleichungen, wie folgt, 


О) AGEL TBE) = (үк, Бу... Ж TIA: 


1 nn 

(2) NANa +k, Е, t+: +h, Е, 2,)=A'(y, +k, Raa +... +h, E Yp) A. 
Da die reellen Variabeln &,, 2,, ... x, gleich den in (3) des 
Art. 5 angegebenen linearen Functionen der reellen Variabeln y, , 
Yo,---Y, Sind, so müssen in (2) nach Einsetzung der Ausdrücke 
in die linke Seite die Factoren von %,,%,,..%, beziehungsweise 
auf beiden Seiten einander gleich sein. So entstehen n Glei- 
chungen von der Gestalt 
(8) N(A) (aa +, he, +h, kya „+... +h Ко, ) = Ahk, A, 
wo a die Zahlen von 1 bis» durchläuft. Hier enthält die linke Seite, 
weil N (2) eine reelle von Null verschiedene Grösse ist, ein Ag- 
gregat aus einem reellen Bestandtheil und solchen Bestandtheilen, 
welche in die Symbole k, k,, ki Fy, ...k, k, multiplieirt sind, 
während keines der übrigen Symbole auftritt. Nach (8) des 
Art. 6 ist 


(4) A=—k Ak, 
folglich 
(5) AN Kk, A, = АЕ, dR. 


Es muss also das mit dem regulären Ausdruck _7 gebildete Pro- 
duct 77" E Ak, für jeden Zeiger a die Eigenschaft haben, gleich 
einem Aggregat zu sein, das ausser einem reellen Bestandtheil 
nur noch Bestandtheile enthält, die in die Symbole E E. EE... 
k k, multiplieirt sind. Ich werde diese Eigenschaft noch in an- 
derer Weise ausdrücken, vorher jedoch eine Bemerkung ein- 
schalten. 

Die Darstellung der Gleichung (1) hat den Schein einer Un- 
regelmässigkeit, insofern sie dem Zeiger 1 einen Vorzug giebt, 
während derselbe doch mit allen übrigen gleichberechtigt ist. 
Dieser Schein verschwindet, sobald für 4, die Darstellung (4) ein- 
gesetzt wird, und die in 2,,2%,,...2, und y,,y,...y, linearen 
Ausdrücke mit abgesonderten Primitivzeichen geschrieben werden, 
wodurch man erhält 
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(6) Alk 2, +h, st.. +k, 2) k= (k thut. -+k Y) Al, 


2 н. 


(7) N(A) (k ty + tt.. +h, 2p) ki =A" (k уу+ Б Yt. Е, y,) Ak, 


H n 


(8) NA (ka. +h а, +... +5, а, ) =A k, Ah. 


n па 


Offenbar darf hier das auf beiden Seiten zur Rechten erscheinende 
Primitivzeichen %,, vermöge der Multiplication mit einem passenden 
Symbol von zwei Zeigern, durch jedes andere Primitivzeichen er- 
setzt werden. Die aus (8) gezogene Folgerung lässt sich dann 
so aussprechen, dass die mit dem regulären Ausdruck A gebildete 
Verbindung A'k, A gleich einem in den Primitivzeichen linearen 
Ausdruck ist. Wie leicht zu sehen, gilt dasselbe für jeden regu- 
laren Ausdruck J_/, in welchem J, wie früher, eines der Symbole 
(9) le КЕ e EA eg 

bedeutet. 

Die beiden für jeden regulären Ausdruck J_1 gefundenen 
Eigenschaften sind nun characteristische kigenschaften der Regula- 
rität. Es gilt nämlich der Satz: 

Wenn für einen unbeschränkten complexen Ausdruck der 
n-ten Ordnung © das Product Ф'Ф gleich einer von Null ver- 
schiedenen reellen Grösse, die Verbindung ®'k Ф für jeden Zeiger 
a gleich einem in den Primitiveeichen linearen Ausdruck ist, so 
ist Ф ein regulärer complexer Ausdruck. 

Der gegebene Ausdruck Ф habe die Gestalt 


(10) Фе Poth, hy Pra t- TE k ks Ki Pray +. - 0 
dann ist der reelle Bestandtheil des Products @‘'® das Aggregat 
(11) ee 


welchem Ф“ nach der Voraussetzung gleich sein soll. Weil nun 
diese Summe von reellen Quadraten ebenfalls nach der Voraus- 
setzung einen von Null verschiedenen Werth hat, so können nicht 
alle reellen Bestandtheile f}, Pio; verschwinden, und es muss 
wenigstens einer von Null verschieden sein. Wenn qo nicht gleich 
Null ist, so bedarf es für den Ausdruck ® keiner Vorbereitung; 
wenn aber q, gleich Null ist, und ein nicht verschwindender 


Bestandtheil o ausgewählt wird, so bilde ich das Product 


У абга 
(12) R,k, kk, ky k, Ф = P= Wy thy hy pot. th, ЬЬ aach, 


in welchem 


Lipschitz, Summen von Quadraten, A 7 
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(13) Wy = Oger 

ist, und daher nicht verschwindet. Für den Ausdruck # gelten 
nun dieselben Voraussetzungen, die in Betreff des Ausdrucks ® 
gemacht sind. Denn sei 


(14) hk, k kakek = J, kpk, kake kk, = J", 
so hat man 

dag s Vals E ЈА 

mithin 


PER GO JI O= Ф'Ф, 
und, für jeden beliebigen Zeiger a,, 
PR, Р = Ф dE. J'o=4+0' К Ф, 
woraus das Behauptete folgt. In dem Falle, dass q, nicht ver- 
schwindet, sind statt der Gleichungen (12) und (14) die Gleichungen 
Ф == ¥ J—1, J' = 1 anzuwenden. 
Es werde nun mit 2 beliebigen reellen Veränderlichen #,, 


2,3... 2, der Ausdruck 


(15) Z=2a+h k,2,+...+k, hk, 2 


ar 
aufgestellt, und dann das Product gebildet 
(16) EP. 
Dasselbe ist nach den bestehenden Voraussetzungen gleich einem 
Aggregat, das einen reellen Bestandtheil und ausser diesem nur 
Bestandtheile enthält, welche in die Symbole k, k,,k,k,,...k,& 


Sal “а? * П 
multiplieirt sind; alle reellen Bestandtheile sind dabei ganze ho- 
mogene Functionen des ersten Grades der Veränderlichen 2, ,2,, 
..2,. Da F'# einen reellen von Null verschiedenen Werth hat, 
so steht es frei, die bezeichneten reellen linearen Ausdrticke gleich 


dem Product von "H" ¥ in ein System von Grössen t, ta, ... U 


zu setzen, welche auf diese Weise eindeutig bestimmt sind. Bei 
der Bezeichnung 

(17) U= utk k ut... +k ku, 
können die in Rede stehenden a Gleichungen in die eine zusammen- 
gefasst werden 

(18) EREU TER Ч, 

Aus derselben folgt, indem links mit # multiplieirt wird, da 4 47 
reell und nicht gleieh Null ist, die Gleichung 
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(19) WU= FH, 
Weil die zu den beiden Seiten conjugirten Ausdrücke ebenfalls 
einander gleich sein miissen, so ist 


(20) OF = FZ. 
Dies giebt 
(21) UE PURE ZZE. 


Nun ist 4% reell, und auch Z’Z reell, mithin dürfen diese 
Produete an beliebige Stellen gerückt werden, und es kommt 


(22) OE" E Ee e 
Weil aber ¥' F = ¥' F ist, so folgt, nach Weglassung dieses 
von Null versehiedenen Factors, 


(23) D De Er 2, 
oder 
(24) иа... = ++... 


Es sind also o, %,,...%, lineare Functionen der Variabeln #,, 


.2,, welche die Transformationsgleichung (24) erfüllen. 


А 

Sobald jetzt in der Gleichung (19) die reellen Factoren der 
entsprechenden Symbole einander gleich gesetzt werden, entstehen 
in Folge der geltenden Multiplieationsregeln 2*71 Gleichungen, 
die aus den Gleichungen (1), (2), (2*) des Art. 3 hervorgehen, 


indem u statt x, 2 statt у, у statt A geschrieben wird, nämlich 


| Yo man Mert, Was y= аары г„+...+ „2, 
(25) s Yiz блк 2 ee FE, и, = Ч 2+ W Z+.. +r, 2 D 


Чы FW yy My be +% u а +W, 2+.. +0, 2, 1? 
f Wee. .е uw, sonst +. ‚4 ut => RA USS 


(26) 
Lu, aka, еа Buck, Fin. ae ~ ард, Ber 
(26%)! Yan. RL ut ban, au, +, Veran. et = 
EE Wre, et Fes. а. ®„ Weran. e ёре 


Es kommt jetzt darauf an, nachzuweisen, dass der vorliegende 
Ausdruck ¥ mit demjenigen regulären Ausdruck 2 zusammen- 
fällt, bei welchem die Elemente 4, und A,, durch die Gleichungen 
(27) A, =, sz Way 


bestimmt sind. Hier werden die Verbindungen A nach 


DU ™== 
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den in Art. 1 angegebenen Regeln aus den Elementen 4, = W, 
А ль == W,, rational dargestellt, wobei nur das von Null verschie- 
dene Element 4, als Nenner auftritt. Das System (25) darf dem- 
nach auch so bezeichnet werden 

A, +21 %+...+А„, „==, Zi tAlt.. CN 2, 


(28) 12%, +A, Mare H н, en СЕ is, 


| An en u, =, z,+i,, eee < 
und da A, von Null verschieden ist, so können aus demselben 


die in Art. 2 entwickelten Folgerungen gezogen werden, welche 
von dem System (14) des Art. 1 zu den Gleichungen (2) und 
(2*) des Art. 3 führen. Indem u statt z, z statt y geschrieben 
wird, erhält man somit die aus (28) erschlossenen Gleichungen 


If th... ut Fan а и, + Біль. y= 


(29) А E 
l hie e Ertha. os at thn, af eent. e ёп 
x = 
(29 *) | eh u Re. u, SE -H2 “ab. a", +2, Anan, e = 


S Ра 
= ab, e 21 Fhe, EA et date, e A Anan. ере 


Es werde nun (29) von (26), (29*) von (26*) subtrahirt, so lässt 
sich das Ergebniss in die folgende Gleichung zusammenfassen, 
bei der а, be. e eine beliebige Combination von Zeigern in 
ungerader Anzahl bedeutet, und f indefinite jeden in dieser Com- 
bination nicht enthaltenen Zeiger, 


(30) f Wb, e ve “ке tl, A 0 2 
&: + bar. ran.) (tye = 0. 


In dem vorliegenden Aggregat sind die Differenzen u —2,,.. и, 2, 
in Factoren multiplicirt, bei denen von den Zeigern a,b,..e ein 
einzelner fehlt, dagegen die Summen u,+z, in Factoren, bei 
denen zu den Zeigern a,d,..e der Zeiger f hinzukommt; die 
Anzahl der Zeiger beträgt also im zweiten Falle immer zwei 
Einheiten mehr als im ersten Falle. Die Summen и, +2,, 4,+2,, 


.u,+z, dürfen aber als n unabhängige veränderliche Grössen 
betrachtet werden, da A, eine von Null verschiedene Grösse ist, 
und deshalb die n Differenzen u,—z,, u,—z,,...u,—z, mittelst 
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des Systems (28) durch die n Summen ausgedrückt werden können. 
Ich wende jetzt die Gleichung (30) zunächst auf die Voraussetzung 
an, dass die gewählte Combination von Zeigern nur aus dreien 
bestehe, a, b, с, und erhalte 


(81) (a) (Ha) + (Woah, (0—2) 00,0, ,) (9—4) 
ЕЕ х, @ (u,+2,) = 0. 

Hier sind die Differenzen ui, —А,,, Wea Rear Way, nach der 
in (27) getroffenen Annahme gleich Null, weshalb das Aggregat 
der ersten Glieder in (31) verschwindet. Da nun die Summen 
u +s, unabhängig veränderliche Grössen sind, so kann die Glei- 
chung nur dadurch erfüllt werden, dass die sämmtlichen Coeffi- 
eienten verschwinden, oder die Gleichungen 


(32) Wrabe = А gabe =0 

erfüllt sind. Es fallen daher die Werthe der gleichnamigen W 
und 4 fiir jedes System von vier Zeigern zusammen. Nachdem 
dies festgestellt ist, mége die Gleichung (30) auf irgend eine Com- 
bination von 5 Zeigern abede angewendet werden. Insofern 


die Factoren der Differenzen u,—z,,..u,—z, vier Zeiger haben, 


miissen sie nach dem so eben Bewiesenen gleich Null sein, es 
bleibt also wieder ein linearer Ausdruck der Summen w,+2,, dessen 


Coeffieienten aus dem angeführten Grunde verschwinden, und für 
die Combinationen von 6 Zeigern die Gleichungen 


(33) Wescacr — avesar = 0 

liefern. Dies Verfahren kann so lange fortgesetzt werden, bis 
alle vorhandenen Combinationen von Zeigern erschöpft sind, und 
somit erwiesen ist, dass die Werthe der gleichnamigen w und A 
für jede Combination von Zeigern einander gleich sind. Daraus 
folgt aber, dass die Ausdrücke # und _7 identisch sind. Weil 
jedoch in Folge von (14*) O=J'F ist, so hat man schliesslich 
die Gleichung 

(34) 0=JA, 

das heisst, der gegebene Ausdruck Ф ist ein regulärer Ausdruck, 
und das war zu beweisen, 

Aus der Ableitung dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar 
eine wichtige allgemeine Folgerung. Der zu der Bildung von “Р 
ausgewählte reelle Bestandtheil des Ausdrucks ® hat nur die 
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eine Bedingung zu erfüllen, dass er von Null verschieden sei. 
Das in (14) definirte Symbol J richtet sich nach den Zeigern des 
ausgewählten reellen Bestandtheils, und ist für die Wahl von фу 
durch die Einheit zu ersetzen. Es kann also der Ausdruck 47 
auf so viele Arten bestimmt werden, als der Ausdruck ® von 
Null verschiedene reelle Bestandtheile hat; da nun für jeden 
Ausdruck ¥ die Gleichung # = -4 nachgewiesen ist, so enthält 
die Gleichung (34) so viele Darstellungsweisen von ®, als in diesem 
Ausdrucke von Null verschiedene reelle Bestandtheile vorhanden 
sind. In jedem Ausdruck 4 werden die sämmtlichen reellen 
n (21- 


Elemente durch das System von 1+ ——, 24 unabhängigen Ele- 


menten A, und 4,, nach den angegebenen Bildungsgesetzen rational 


ausgedrückt. Mithin giebt es bei jedem regulären complexen Aus- 


=i З 
"reellen Elementen so viele 


druck der n-ten Ordnung unter den 2 

n(n 

2 

alle reellen Elemente nach den beziehungsweise gleichen Bildungs- 

gesetzen rational dargestellt werden können, als es in dem be- 

treffenden Ausdruck von Null verschiedene reelle Elemente giebt. 
a 


З f a n{ 
Insofern die verschiedenen Systeme von 1+ ——— reellen Ele- 


Systeme von 1+ unabhangigen Elementen, durch welche 


menten, durch welche alle Elemente eines regulären Ausdrucks 
nach den aufgestellten Bildungsgesetzen rational dargestellt wer- 
den, nur durch die Wahl des einen, den Nenner liefernden reellen 
Elements bestimmt sind, ist die früher gemachte Aussage begrün- 
det, dass die sämmtlichen 2” in einem regulären Ausdruck auftre- 
tenden ‚gellen Elemente gleichberechtigt sind. 


10. 


Nach der Auffindung der charakteristischen Eigenschaften 
der Regularität lässt sich der folgende Hauptsatz für die Multi- 
plication der regulären Ausdrücke beweisen: 

Das Product von zwei oder mehreren regulären complexen 
Ausdrücken der n-ten Ordnung ist immer gleich einem complexen 
Ausdruck der n-ten Ordnung, der ebenfalls regulär ist. 
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Wenn Ф und 2 zwei reguläre Ausdrücke der n-ten Ord- 
nung sind, so ist nach (12) des Art. 6 zu dem Product ОФ das 
®' 2' conjugirt. In dem Product der beiden conjugirten Ausdrücke 
(1) Ф: Or Oo 
ist es erlaubt, zuerst das Produet der beiden mittleren Factoren 
2'2 zusammenzufassen. Dasselbe hat nach der für 2 bestehen- 
den Voraussetzung einen reellen von Null verschiedenen Werth, 
und darf deshalb an eine beliebige Stelle gerückt werden, so 
dass das Product 
(2) d: 0 Or 0 
entsteht. Hier ist wegen der gleichen für ® geltenden Voraus- 
setzung das Product œ’ Ф gleich einer reellen von Null verschie- 
denen Grösse, mithin auch das Product (2), und das ihm gleiche 
Produet (1), womit die erste für das Produet 2 ® nachzuweisende 
Bedingung erledigt ist. Die zweite Bedingung, dass das Produet 
(3) Oo Or E ОФ 
für jeden Zeiger a gleich einem in den Primitivzeichen linearen 
Ausdruck ist, muss deshalb erfüllt sein, weil nach der bestehen- 
den Voraussetzung das Product "E 2 gleich einem mit den 


reellen Grössen R,, R,, ... R, gebildeten Ausdruck 
Rk, AR, kat.. +R, Е, 
ist, und weil der hieraus entspringende Ausdruck von (3) 
(Rk, +R A+. TRE) E 
vermöge der für ® bestehenden Annahme ebenfalls gleich einem 
in den Primitivzeichen linearen Ausdruck ist. Mithin ist das Pro- 
duct 29 Ф, wie behauptet worden, ein regulärer complexer Aus- 
druck der r-ten Ordnung, und dieselbe Betrachtung kann auf ein 
Product von mehreren regulären Ausdrücken der »-ten Urdnung 
ausgedehnt werden. Zugleich ergiebt die Beweisfiihrung den Satz, 
dass die Norm des Products von beliebig vielen in einer gewissen 
Reihenfolge genommenen regulären complexen Ausdrücken der n-ten 
Ordnung gleich dem Product der Normen ist. 

Was die Addition der regulären complexen Ausdrücke an- 
langt, so erkennt man leicht, dass die Summe von zwei solchen 
Ausdrücken nur unter gewissen Bedingungen wieder einen regu- 
lären Ausdruck hervorbringt, und zwar lassen sich diese Bedin- 
gungen vermittelst der charakteristischen Eigenschaften der Re- 
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gularität einfach aussprechen. Wie in Art. 6 hervorgehoben, ist 
der mit den reellen Veränderlichen &,, &,, .. x, gebildete Aus- 
druck 

(3) KE Еа ЁЁ 
so wie der mit den reellen Veränderlichen уу, y,, .. y, gebildete 
Ausdruck 

(4) Y= y tki ko Yat.. +k kn Yn 

regulär. Daher hat man in der dort mit (15) bezeichneten Glei- 
chung 

(5) AX=YA, 

auf jeder Seite ein Product von zwei regulären Ausdrücken, mit- 
hin nach dem so eben bewiesenen Satze selbst einen regulären 
Ausdruck. Die reellen Bestandtheile von 7 X sind respective auf 
der linken, diejenigen von У A auf der rechten Seite der Glei- 
ehungen (1), (2), (2*) in Art. 3 dargestellt. Es können deshalb 
die ersteren durch ein System von unabhängigen Bestandtheilen, 


Ta ? 


п 


deren Anzahl 1 + Mer u rational ausgedrückt werden, desglei- 
chen die letzteren. Ferner gilt der Satz, dass das Aggregat der 
Quadrate der 2" reellen Bestandtheile auf der Linken gleich 
der Norm von 4 X, das auf der Rechten gleich der Norm von 
Y A, ist; diese Normen sind einander gleich und liefern die 
Gleichung 

(6) N(A) (tat, Ба?) = N (A) (Lt. чы, 

In der obigen Gleichung (5) möge 7 die Bedeutung eines 
beliebigen regulären Ausdrucks erhalten; dann stimmt ihr Inhalt 
mit dem der Gleichung (15) des Art. 5 überein, und sie reprä- 
sentirt die allgemeinste Transformation einer Summe von n Qua- 
draten in sich selbst mit der Substitutionsdeterminante 1. Für 
die Systeme von Variabeln у, Yz, ... Y, und #,, 2, ... 2, werde 
eine ebensolehe Transformation mit Hülfe eines beliebigen regu- 
laren Ausdrucks M und des Ausdrucks 


(7) Z=2z th ka a+... ke, 
durch die Gleichung 
(8) MY=ZM, 


dargestellt. Um die linearen Substitutionen, durch welche die x, 
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von den y,, die y, von den #, abhängen, zusammenzusetzen, mul- 


tiplicire man die beiden Seiten der Gleichung (5) links mit M, 
die beiden Seiten der Gleichung (8) rechts mit A, dann folgt 


vermöge des geltenden associativen Gesetzes die Gleichung 
(9) MAX=ZM, A 


Weil 4 und M reguläre complexe Ausdrücke sind, so ist das 
Product M_ ebenfalls ein regulärer complexer Ausdruck, und 
seine Norm N (M 77 gleich dem Product der beiden von Null 
verschiedenen Normen N (JH) № (7). 

Demnach wird die lineare Substitution, die aus den beiden 
gegebenen durch die in der vorgeschriebenen Reihenfolge auszu- 
führende Substitution hervorgeht, dureh die Gleichung (9) reprä- 
sentirt, welche mit dem in der entsprechenden Reihenfolge genon- 
menen Product M_7 gebildet ist. Das gleiche Verfahren darf be- 
liebig oft wiederholt werden, mithin ist die suecessive Zusammen- 
setzung der betreffenden Substitutionen auf die in der entsprechen- 
den Reihenfolge vorzunehmende Multiplication der zugeordneten 
regulären complexen Ausdrücke zuriickgeführt. 

Ueber die Eigenschaften der Substitutionen, deren Coeffieien- 
ten rationale Zahlen sind, können hier nur wenige Bemerkungen 
hinzugefügt werden, nachdem diese Substitutionen in I für die Fälle 
n=2 und n = 3 ausführlich erörtert sind. Ein Kenner wird 
leicht unterscheiden, bis wie weit die bei den ganzzahligen Qua- 
ternionen zur Anwendung gebrachten Prineipien eine unmittelbare 
Ausdehnung gestatten, und wo neue Prineipien erforderlich sind. 
Sobald die Substitutionscoefficienten o, Œ .. @,, rationale Zah- 
len sind, so werden die in (9*), (16), (16*) von Art. 1 definirten Ver- 


& An abed 
bindungen ef 

0 0 
ist der kleinste gemeinsame Nenner aufzusuchen, mittelst dessen 
sie als ganzzahlige Brüche dargestellt werden können. Wird die 


hetreffende positiv oder negativ zu nehmende Zahl gleich A, ge- 


, u.s. f. ebenfalls rationale Zahlen. Für diese 


setzt, so sind A, ,, 2,,.4, .. bestimmte ganze Zahlen. Demnach 
gehört zu jeder Substitution mit rationalen Coeffieienten ein bis 
auf den Factor + 1 bestimmter ganzzahliger reguldrer complexer 
Ausdruck der n-ten Ordnung 
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ER АНЕ eig ee art): 
dessen Norm 
CA A 
gleich einer positiven ganzen Zahl ist. 

Es mögen jetzt nur diejenigen ganzzahligen regulären com- 
plexen Ausdrücke aufgesucht werden, «deren Norm gleich Eins 
oder Zwei ist. Die zuerst genannte Forderung 
(10) N (A) = KU +... +03, +... 1 
kann nur erfüllt werden, indem ein Element gleich +1 ist, alle 
übrigen gleich Null sind. Dadurch ergiebt sich für -Z einer der 
2" Ausdrücke 
(11) El, Rae le ek 


а b? rte УД 
Dies sind die in Art. 4 eingeführten, später meistens mit J be- 
zeichneten Symbole. Wegen ihrer gegenwärtig hervortretenden 
Beziehung zu der Gleichung (10) sind sie als die Einheiten des 
Systems der complexen Ausdrücke der n-ten Ordnung zu bezeich- 
nen. Der zweiten Forderung 
(12) N(A) = tit.. Hat = 
wird nur genügt, wofern irgend zwei Elemente gleich + 1, alle 
übrigen gleich Null sind. Mit Hülfe von zwei beliebigen Ein- 
heiten J und E lassen sich die sämmtlichen betreffenden Aus- 
drücke so darstellen 
(13) J (1+). 

Damit aber dieser Ausdruck regulär sei, sind noch die Ве- 
dingungen zu erfüllen, dass, wenn E’ die zu E conjugirte Einheit 
ist, das Product (1+ E) (1+E’) reell und von Null verschieden, 
ferner das Product (1+) E (1+ E') für jeden Zeiger a in den 
Prinitivzeichen linear sei, und diesen Forderungen wird dadureh 
und nur dadurch genügt, dass E eine Einheit mit zwei Zeigern 
k,k, ist. Demnach repräsentirt 
(14) J(1+k,k,) 
alle regulären Ausdrücke -4, welche die Gleichung (12) befrie- 
digen; ihre Anzahl beträgt 2" n (n—1), wie leicht zu sehen ist. 

In Art. 7 sind die Veränderungen zusammengestellt, welche 
in der zu einem regulären Ausdruck 4 gehörenden Substitution 
hervorgerufen werden, wofern < links oder rechts mit Primitiv- 
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zeichen multiplicirt oder in 47 verwandelt wird. Diese Verän- 
derungen setzen sich aus dem Negativnehmen einer Vertikalreihe, 
dem Negativnehmen einer Horizontalreihe, und dem Vertauschen 
der gleichnamigen Horizontal- und Vertikalreihen zusammen. Es 
giebt aber noch andere rein combinatorische Operationen, bei 
welchen eine Substitution die Eigenschaft, eine Quadratsumme in 
sich selbst zu transformiren, und die Determinante 1 zu haben, 
beibehält. Eine solche besteht darin, mit den Vertikalreihen eine 
beliebige Vertauschung vorzunehmen und, je nachdem die Permu- 
tation zur ersten oder zweiten Classe gehört, keine oder eine Ver- 
tikalreihe negativ zu nehmen; eine zweite besteht darin, mit den 
Horizontalreihen entsprechend zu verfahren. Diese beiden Arten 
der Operation werden aber durch Multiplication mit den Aus- 
drücken (14) erschöpfend dargestellt. Denn setzt man in der 
Gleichung (8) den Ausdruck M gleich 1+4, k,, und nimmt der 
Kürze wegen an, dass weder р noch q gleich 1 sei, so ergiebt sich 
Utk, k) tk hy y+... +k К, y,) 
= (2, +h hat... +h k,z,) +k, Е). 
Sobald ein Zeiger a von p und q verschieden ist, hat man 
(+k, К) ka = ki k, (1+, Fy); 


(15) 


ferner ist 
(I+k,k)kk,= kk, (+R, К), 
(Lk, kp) kik, = k k, +k, k). 
Demnach vertritt (15) das System von Gleichungen 
(16) Ya == 8, Ea 


Wenn aber zu der Gleichung (5) die Substitution 


a: Yu = Bos Ya =y 
| 21 = Du Yit Oy, Yat. ER, Bis 
(17) Ly == Oy Y tray Yo. Бо, 0, 

| 2, = Er Yı Fan Yt. -+4,,, Yn 

gehört, so bringt die Einsetzung von (16) das folgende System 
hervor 


2+..+0,2 


| Ti == Mën 21+. m], 2,+- Е +01, nm н 

Н === - =k E 

(18) Ly = Gy 2,+..—a,2,+..+0,2,+..+0,,2, 
| 2, эч Dat 21+. its 2,+: 2 ка 2.1. -+4,,, Zur 
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Die Coeffieienten desselben werden aus den Coefficienten von (17) 
erhalten, indem die Coeffieienten der g-ten Vertikalreihe negativ 
genommen und hierauf mit denen der p-ten Vertikalreihe vertauscht 
werden. Es gehört aber (18) zu der Gleichung (9) für die An- 
nahme 
(8*) M=1+k,k, 
und daher entspricht die mit der p-ten und g-ten Vertikalreihe 
der Substitution vorgenommene Aenderung einer auf der linken 
Seite des Ausdrucks 27 ausgeführten Multiplication mit dem Factor 
(I+k,k,). Jede beliebige in der angegebenen Art auszuführende 
Permutation der Vertikalreihen lässt sich aber auf eine Reihe von 
nach einander vorzunehmenden derartigen Vertauschungen je 
zweier Vertikalreihen reduciren. Mithin gehört die zuletzt resul- 
tirende Substitution zu dem Ergebniss einer Multiplication, bei der 
dem Ausdruck 4 von der rechten zur linken Hand fortschreitend 
die correspondirenden Factoren von der Gestalt (8*) hinzugefügt 
werden. In gleicher Weise erkennt man, dass eine mit den Ho- 
rizontalreihen der Substitution (17) vorzunehmende beliebige Per- 
mutation dargestellt wird, indem zu dem Ausdruck -7, von der 
linken zur rechten Hand fortschreitend, die correspondirenden 
Factoren von der Gestalt (8*) hinzugefügt werden. 

Die so eben nachgewiesene Wirkung der Factoren (8*) oder 
(14) besteht auch für die Zahlen n =2 und п = 3. Für n=2 
gehen die Ausdrücke (14) in die mit den vier Einheiten multi- 
plieirte complexe Primzahl 14-2 über, für n = 3 in die 24 Prim- 
quaternionen, welche in I, Art. 6, (18) angegeben sind. Die den 
letzteren entsprechenden Substitutionen sind in I, Art. 8, (5 a), 
(5 b), (5 c) zusammengestellt. 
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Anwendung der Theorie auf das Problem des Tetraeders 
von grösstem Volumen bei gegebenem Inhalt der Seiten- 
flächen, und auf die von Borchardt herrührende Aus- 
dehnung des Problems für eine Mannigfaltigkeit von 
beliebig vielen Dimensionen. 


ПР 


Borchardt hat in der Untersuchung: Bestimmung des 
Tetraeders von grösstem Volumen bei gegebenem Inhalt seiner 
vier Seitenflächen, aus den Abhandlungen der Berliner Akademie 
vom Jahre 1865, und in der zweiten Untersuchung über die ent- 
sprechende verallgemeinerte Aufgabe des Maximums, aus den 
Abhandlungen des folgenden Jahres, die früheren den Gegen- 
stand betreffenden Arbeiten sorgfältig angeführt. Auf denselben 
Gegenstand bezieht sich die Mittheilung des Herrn Kronecker 
über die algebraische Theorie der quadratischen Formen, aus dem 
Monatsberieht der Berliner Akademie vom 24. Juni 1872. Um 
den Zusammenhang des Maximumproblems mit der Theorie der 
Sunmen von Quadraten zu entwiekeln, möchte ich zu der Be- 
handlung des Problems einige Bemerkungen voranschicken, und 
namentlich eine gewisse den Lösungen anhaftende Symmetrie her- 
vorheben. 

Man kann die Bestimmungsstticke der Aufgabe für das Te- 
traeder so einrichten, dass, nachdem die Ecken mit (0), (1), (2), (3), 
die Kanten durch die Verbindungen der Ziffern der Ecken bezeich- 
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net sind, die Quadrate der Längen der Kanten (01), (02), (03), 
(23), (31), (12) respective die folgenden Ausdrticke erhalten, 
1 H 337 


(1) в а, ` a 
( 
ant 95-203, Gank üu — 24g), а +052 а. 
Dann stellt bekanntlich die wesentlich positive quadratische Form 
der drei Veränderlichen #;, &, &, 


(2) F(R, 5, E) = an о E+ ам 82-24 & Eg +2 ao & 5, و۳2‎ $ & 


das Quadrat der Entfernung zwischen der Ecke (0) und einem 
Punkte dar, dessen Coordinaten 


Маз, & а &, Vag E 

die Ecke (0) zum Anfangspunkt haben, und auf den drei von hier 
ausgehenden Kanten des Tetraeders gemessen werden. Ferner 
werden bei Benutzung der adjungirten Form 

(3) Fi, 1, t) = Audit Ant Ag +2 Ay Bo Eet Aa tt +2 Ayo E E 
die vierfachen Quadrate des Inhalts der in (0) zusammenstossenden 
Seitenflächen respeetive durch 
(4) EI Ay; Ay 
ausgedrückt, das vierfache Quadrat des Inhalts der vierten Seiten- 
fläche durch 
(5) Е (1, 1, 1) == A4, + 4А„+4„+2А„-+2 А„-+2А„, 
während das Quadrat des sechsfachen Volumens des Tetraeders 
gleich der Determinante 27 der Form (2) ist. Bei der von Bor- 
chardt erörterten Ausdehnung der Aufgabe auf eine Mannigfal- 
tigkeit von a Dimensionen möge nach der üblichen Redeweise 
dem Werthsystem E, &, ... E ein beweglicher Punkt der Man- 
nigfaltigkeit entsprechen, dem Werthsystem &=0,&,=9,... 
& == 0 der Punkt (0), dem Werthsystem $ = 1, & = 0, ... 
& =0 der Punkt (1), u. s. Ё Gleichzeitig kommt an die Stelle von 
(2) eine wesentlich positive quadratische Form der » Veränder- 
en en 

(6) FE, 5 Eta, St. SE ЕЮ +20, +... +20, ہگ‎ En 
welche das Quadrat der Entfernung zwisehen dem Punkte (0) und 
dem beweglichen Punkte der Mannigfaltigkeit ausdrückt. Zu 
derselben gehört die adjungirte Form 
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(7) Fig, 2, Баі = A, i tA it.. EZ +2 т, + 


und die Determinante .4 Alsdann besteht das zu lösende Pro- 
Мет, gemäss der von Herrn Kronecker an der erwähnten 
Stelle gewählten Formulirung darin, die Coeffieienten der Form 


[(&\, Ëa ... El so zu bestimmen, dass die Determinante 7 ein 
Maximum wird, während die E Grössen 
(8) A, AU @ E EU SD 


vorgeschriebenen Werthen eg ree welche vermöge einer 
Kigenschaft der wesentlich positiven Form (7) die Bedingung er- 
füllen müssen, dass YF(i1,... 1) kleiner ist als der absolute 
Werth der Summe YA, + VAs +... YA 

Wenn man bei der quadratischen Form (2) die Verbindung 
der Variabein 


nn" 


(9) ЕБ ааа = — 5) 
einführt, und ihr die Gestalt giebt, 
(10) /(®,®,...®„) = ayy By 5—95 Eo a, Eo Eu 
(a, —2 KI WE Е, Ee ee (a, — 2a,,+4,,) e 5, 
—(а,_; FE, * Gy. Ба, Je, y—1 Fur 


so entsteht für м = З der in Gauss Werken, Il, р. 308 aus dem 
Nachlasse mitgetheilte Ausdruck des Quadrats der Entfernung 
eines beweglichen Punktes von einem festen Punkte. Für einen 
beliebigen Werth von » wird (10) gleich der mit der negativen 
Einheit multiplieirten Form f auf р. 126 der angeführten zweiten 
Untersuchung Borchardt’s. Wie leicht zu sehen, verwandelt 
sich (10) in den Ausdruck ‚des Quadrats der Entfernung des- 
selben beweglichen Punktes von einem der anderen festen Punkte, 
etwa dem Punkte (1), wofern statt der Variabeln respective nene 
Variabeln (&,), (&), ... (&,) substituirt werden, die mit den frühe- 


ren durch die а Gleichungen verbunden sind 
(&) =1+4, E) =— 146, (8) = &,...(&,) = en 


Statt der Forderung, ./ zu einem Maximum zu machen, ist 
n—1 


es gestattet, die gleiche Forderung für 4 die Determinante 
von (7), aufzustellen, und die Coefficienten dieser adjungirten 
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Form als die Veränderlichen des Maximumproblems zu betrachten. 
Demnaelf ist die vollständige Variation 
Ш Моа OAs ta, 4 


+20, S°*dA,+...+2a,, 0° O4 
zum Verschwinden zu bringen, während die Bedingungen 
GA DEE ЖЕ. Des te OF 

ОРЕ ПЕЕ 91) = 0) 
erfüllt sind. Die Methode von Lagrange zeigt aber sofort, dass 


ир 


(19) 


? o 3 Е a m(n—tl) 
nach Einführung einer zu bestimmenden Grösse v die —~—— 
Gleichungen 
(13) Uom =, DZ 


befriedigt werden müssen. Es gentigen also dem gestellten Pro- 
blem nur solche wesentlich positive quadratische Formen, die aus 
(6) durch die Gleichungen (13) hervorgehen, und denen man die 
folgende Gestalt geben kann: 

(14) flé 5... E) = (а) 8...9, 0) Hol EH. ET. 
Wie Borchardt ausgesprochen hat, ist es unmöglich, dass unter 
den (n+1) Grössen 

(15) аүү—® = 0, Ag = و‎ 4,,—-V = Én V 

irgend zwei negativ seien oder verschwinden. Denn durch Ad- 
dition der sämmtlichen Paare enstehen die Verbindungen 

) a SUEY, @„==0-+%,... apna SVEV, 
TS Zn, A, „ze Му 6 
die mit Rücksicht auf (6) simmtlich positiv sein müssen. Es kann 
daher unter den Grössen (15) nur eine einzige negativ oder gleich 
Null sein. Demnach können nur drei Arten von Lösungen des 
Problems existiren; bei der ersten Art sind alle (94-1) Grössen 
(15) positiv, bei der zweiten sind 2 positiv, eine ist negativ, bei 
der dritten Art sind » positiv, eine ist gleich Null. Olme Beein- 
trächtigung der Allgemeinheit darf vorausgesetzt werden, wie im 
Folgenden geschehen wird, dass in den beiden letzten Fällen die 
Grösse v respective negativ oder verschwindend sei, und dass 
mithin o, v, ... v, in allen Fällen positiv sind. Für die Deter- 


n 
minante = ergiebt sich bei der ersten und zweiten Art, wo v von 
Null verschieden ist. der Ausdruck 
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tat 1 
(17) A un . 18, (Жеке) 
bei der dritten Art, wo v = 0 ist, 
(17 E Oe 


Die Bedingung, dass -/ positiv sein muss, ist fiir v > 0 und v = 0 
von selbst erfüllt. In diesen beiden Fällen wird die Form (14) 
durch die Darstellung 

(18) fE 5,...5) =0 E+, B+. ..+0 (E FE +... +6) 

als wesentlich positiv charakterisirt. In dem Falle, dass v negativ 
ist, kommt die Bedingung 27 => 0 zur Wirksamkeit, und reicht aus, 
um die Form (14) als wesentlich positiv zu erweisen. Wenn durch 
die Gleichungen 


tt. Fän E =n E Ho (E, FEF... E) = 


(19) Kë К, ra, E+. * раш a e Vo E,+v (ЕЕ Kei ы) bas 15 
а, Sen äs Sr. Е ur, = D, Gecke (Е, Заза. ae ES == І. 
ein System von Veränderlichen г, rt... x, eingeführt wird, so 


ist bekanntlich 


Fi 
(20) f, By B= E NE 


Man hat ferner 


Vë 


1 u 5 
eb (++. rer ti 
v vy Dy 
und folglich 


D vy 1, 

(Rëm, BEN. 29 тт) CN (4 Se 

GE Ee ee 
ES Is ау ee 
v vi D. 


Weil nun die Bedingungen v<0, 4>0 mit Rücksicht auf (17) 
die Ungleiehheit 

eh EE ee Ee SG 

v vi D. 
nach sich ziehen, so ist die rechte Seite von (22) eine wesentlich 
positive Form, und dies gilt auch für die Form (14). 

Für die Coefficienten der adjungirten Form F (z,,%,---%,) 

kommen die Ausdrücke 


Lipschitz, Summen von Quadr: R 


Sëbuu cn org pl 


(23) 


4 = — 


ae Bove Zë SE D Е St? (Yo, ie SC 
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1 1 1 
A= dE ка. (+ 


n—l,n EE a 


"0 
| va nl Va 


Deshalb haben die sämmtlichen Coefficienten A... A. für 
v>0 das negative, für v < 0 das positive Vorzeichen, und ver- 
schwinden für v = 0, so dass 

im ersten Falle #(1,1,...1) <A,tAg+...+A,: 

im zweiten Falle F(1, 1,...1) > A +Ast...+4,» 

im dritten Falle F(1,1,...1) = A4,,+4,+...+A4,,, 


ist. Zwischen den Darstellungen von (Е, &, ... E) in (18) und 


F(t, Tas +++ H : 
=a = in (22) findet dic Beziehung statt, dass die 
Coefficienten der » ersten Quadrate stets positiv sind, dagegen 
die Coefficienten des letzten Quadrats, nämlich 


== || 


wegen der Ungleichheit -7 => 0 stets entgegengesetzte Vorzeichen 
haben und nur gleiehzeitig verschwinden. 

Ich werde jetzt mit der bisher betrachteten Lösung der 
Maximumaufgabe eine zweite vergleichen, bei der statt der Buch- 
staben а, A, 27, v respective die Buchstaben b, В, E, w, statt der 
Charakteristiken f, F die entsprechenden у, @ gebraucht werden 
mögen. Alsdann kommt nach (18) und (22) bei etwas geänderter 
Zusammenfassung 


TAG Ер. + (ү v, 3 


v 


Б" а) ZG 
Gre Fr р A 
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F (či 15, ca) Е ) ae ү ) n ab 
S ү Ve, raten 
1 п 


Zusammengehörige Lösungen. 115 


me. Tim 
Lë d w: at (у Wa un 


Me E 
| w 
> 
д , (= tt el 
GU: 2,,... E st Gr: E Gr 2 Van уво Yo, АГУ, 
| Е \үш,/ (ye Eege 


Hier zeigt sich, dass aus jedem System von Grössen V, v,,... V 


п 


ein System von Grössen Ww, %,, ... W, erhalten werden kann, 
indem 
121 1 1 
e —— = ж == nn 
(25) ы + v Irae р? 101 Dun и = 0, Ww, =, 
1 H 


gesetzt wird, woraus die Gleichung 


1 A 
(25 *) aos a T ia = 
vw, 7 
folgt. Ist die Lösung v, v, ... v, von der ersten Art, oder 


v>0, so wird w < 0, und die Grössen w, w,, ... w, liefern eine 
Lösung der zweiten Art; ist die Lösung v, vj, ... v, von der 


zweiten Art, oder v< 0, so wird wO. und die Grössen w, 


Wi, ... w, liefern eine Lösung der ersten Art. Ist die Lösung 
V, Vi, ... V, von der dritten Art, oder v = 0, so ist auch w = 0, 
und die Lösung w, w,, ... w, fällt mit der Lösung v, 2,,...2, 


zusammen. Ferner leuchtet ein, dass, wenn zugleich die Verän- 
derlichen 


Үз, By. CA 


respective mit den Veränderlichen 


H I, 
en 
A Py G (x,, Lay ° I, 
vertauscht werden, f (ĉi 5, ... £) im E — und 


Dote SE г.) in 0 (5, р оос an) übergeht. 
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Nachdem somit erkannt ist, dass durch die Gleichungen (25) 
aus jeder Lösung der ersten Art eine solche der zweiten Art und 
umgekehrt abgeleitet werden kann, möge angenommen werden, 
dass die Lösung v, о, ... v, von der ersten Art sei. Dann ist die 
correspondirende Lösung w, w,, ... w, von der zweiten Art, und 


für die Coefficienten der bezüglichen Formen g md @ gelten die 
Bestimmungen 


1 1 
by, 01 1 1 " ; у = a Aa Г gent 
E VK Seng, ШИЛ 
е 
бы = = ), = 1 ar? 
+—+...+ 
Dy n 
Vg oee Va {1 1 \ Di, Ba 3 [1 
г Та а ресор ыы ei. 
1 1 1 \о ФТ ll 1 il 
ee Ben d ERE д 
vi А v vi a 
ОЮ «ма? ЖО ҮЗА Oy 
Бь= ү we e E EE = TEF 
-4 — + +-— 12 — + — +...4 — п—1 
Dy Wi v 2 н 
Ce шоо 
== а n 
[1 1 1 
ee ЕР 
\ di D 


Bei dem Process, durch welchen aus der Lösung der ersten 
Art v, 0, ... v, so eben eine Lösung der zweiten Art erhalten 
worden, ist die Grösse v vor den » übrigen v,, və, ... V, bevor- 
zugt. Weil aber bei einer Lösung der ersten Art die x+1 Grös- 
sen V, v,,... V, durchaus gleichberechtigt sind, so kann jeder 
derselben die Rolle von v übertragen werden, wodurch immer neue 
Lösungen der zweiten Art entstehen. Es gehören daher zu jeder 
Lösung der ersten Art n+1 Lösungen der zweiten Art. Die Be- 
ziehungen, welche zwischen den »+2 zusammengehörigen Lö- 
sungen stattfinden, lassen sich durch eine Betrachtung deutlich 
machen, welche für n = 3 geometrisch ist, und die auch für die 
höheren Werthe von n in die Sprache der Geometrie gekleidet 
werden kann. Веі der Lösung der ersten Art v, vj, ...v, werde 


ich die oben angeführten Benennungen gebrauchen, bei der Lö- 
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sung der zweiten Art w, w,,... w, die entsprechenden Punkte 
der Mannigfaltigkeit mit (0°), (1%), .. (ж) bezeichnen. 

Durch die Forderung, dass das Quadrat des Abstandes 
zwischen dem Punkte (0) und einem Punkte der Fläche 
§+6&+..+6, =1 ein Minimum sei, wird ein Punkt R bestimmt, 
welcher als der Fusspunkt des von dem Punkte (0) auf die be- 
treffende Fläche herabgelassenen Lothes zu betrachten ist. Man 
wolle in dieser Hinsicht die Abhandlungen: Untersuchung eines 
Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der 
Mechanik enthalten ist, Borchardts Journal f. Mathematik, 74, 
p. 144, und: Ausdehnung der Theorie der Minimalflächen, Journal 
f. Mathematik, 78, p. 18 vergleichen. Unter den gegenwärtigen 
Voraussetzungen erhält das Quadrat des Abstandes (0А) den Werth 


o 

(27) D ЖИ eee Sales O 
BUNTE...) rbb 

vi Vo Gal 


Mithin haben die Quadrate der Abstände (1 R), (2R),..(n R) 
respective die Ausdrücke 


TESE Dei EN We 
(28) e, m, е ++ +1. 
1 2 н 
Be сш ист. 
АЕ ал 

4 1 
Se TT а 4 ab m г 
3 2 Di 


Behandelt man dieselbe Frage für die Lösung w, w,,...w,, 80 


ai 


findet sieh das Quadrat des Abstandes zwischen dem Punkte (0°) 
und dem Fusspunkte des Lothes (R‘) gleich 


fi 1\ 
П EE агае = 
(29) E (a w 0, ) 
e Gum, 1) rer a Т 
Wy Wy w, 
> 1 
Cd к 1 1 De? 
ЛА +) (+ +4) 
wW ®, К \v v 
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ferner erhalten die Quadrate der Abstände (1' A’), (2' R'),..(n' R’) 
respective die Ausdrücke 


ges eee сс тоо ae, See eee 
bn Big, my a ER "Se e E 
Eslist aber 
4 Е 1 
(31) Ers EE R 
de 28 8 
ei. a dee BEE 
v LA v 


und deshalb werden vermöge (16) und (26) die Ausdrücke (28) 
den Ausdrücken (30) der Reihe nach gleich. In Folge derselben 
Relationen bestehen indessen auch die Gleichungen 


(32) eb i te éis 
a +а„= b 2b 


al = 
Demnach darf man den Punkt (1) mit (17), (2) mit (2°) u. s. f., 
zuletzt (v) mit (»‘) zusammenfallen lassen, und dann fällt wegen 
der Uebereinstimmung von (28) und (30) der Punkt (Ё°) in den 
Punkt (А), und das Loth (R 0°) in das Loth (А0). Da die rechte 
Seite von (31) positiv ist, so muss (А 0) grösser als 20° sein, 
mithin (0°) zwischen (А) und (0) liegen. Nach (27) und (29) 
wird der Abstand (00°) gleich 


== 7 % п—1, n— n=], E 


Vo(L++ Dee \ 

v vi D 1 

E V+ +...) TET 
vi 1 \v 01 з vi Do un 


mithin erhält das Quadrat dieses Abstandes den Ausdruck 


(33) (00) =» 


Die Ausdrücke für die Quadrate der Abstände (10%), (20'),.. (20°), 
nämlich Û,,, Û b,,, gehen aus diesem Ausdruck hervor, indem 


v respective mit о, Vy, < SCH, U ви 
also in Bezug auf die Ecken (1), (2),...(r) genau entsprechend 
gebilde. Man würde daher, wenn man, statt von der Ecke (0) 
auszugehen, dieselbe Construction von einer der anderen Ecken 


(1), ... (n) aus machte, immer zu demselben Punkte (0°) ge- 


эур дос 
..v, vertauscht wird; 6 
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langen. Mithin liegt dieser Punkt auf jedem der Lothe, welches 
von einer der (n+1) Ecken auf die gegenüberliegende Seitenfläche 
herabgelassen wird, und bildet den gemeinsamen Durchschnitts- 
punkt derselben, wie Herr Kronecker für a=3 hervorgehoben 
hat. Zu jeder Lösung des Maximumproblems von der ersten Art, 
der die (n+1) Ecken (0), (1), (2), ... (r) entsprechen, gehören 
also noch (n+1) Lösungen der zweiten Art, welche erhalten 
werden, indem man den zu der Lösung gehörenden Durehschnitts- 
punkt der Lothe (0°) construirt, hierauf n Ecken beibehält, und 
statt der einen ausgelassenen Ecke den Punkt (0°) nimmt; in Folge 
dessen vertauschen die betreffende Ecke und der Punkt (0°) ihre 
Rollen. In dem Falle n =3 des wirklichen Tetraeders ist eine 
Lösung der ersten Art eine solche, bei welcher der gemeinsame 
Durchsehnittspunkt der vier Höhen in das Innere des Tetraeders 
fällt; man erkennt durch eine einfache geometrische Ueberlegung, 
dass die vier Tetraeder, welche je eine Seitenfläche des Tetraeders 
zur Basis und den Durehschnittspunkt der Höhen zur Spitze haben, 
Maximumtetraeder der zweiten Art sind, für welche immer der 
Durchschnittspunkt der Höhen in die ausgelassene Ecke des Te- 
traeders fällt. Sobald der Durchschnittspunkt der Höhen in eine 
Ecke fällt, tritt die Ausnahme ein, welche eine Lösung der dritten 
Art charakterisirt; hier bilden die von der bezüglichen Ecke aus- 
gehenden Kanten, paarweise genommen, mit einander rechteWinkel. 
Zu dem Satze, dass die Volumina der vier so eben bezeichneten 
Tetraeder zusammen das Volumen des ursprünglichen Tetraeders 
ausmachen, lässt sieh leicht der in der Mamigfaltigkeit von » Di- 
mensionen geltende analoge Satz auffinden. Da in dem System 
(26) unter den (n+1) Grössen v, v,,...v, die Grösse v ausge- 


п 


. . en = * . . +(0 
zeichnet ist, so möge die dortige Determinante E jetzt E® ge. 
nannt werden, während die zu v,, ®, ... ®„ zugeordneten re- 


spective E”, E”,..E“ heissen sollen. Dann gilt zwischen den 
positiven Quadratwurzeln aus diesen Determinanten und der in 
(17) dargestellten Determinante / die Gleichung 
(34) ГЕО РЕН Sys, 
welche den erwähnten Satz ausdrückt. 

Weil die in (28) dargestellten Quadrate der » Abstände 
(1, В), (2 R),... (n R) aus den n Elementen v,, va, ... v, in ganz 
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derselben Weise, wie die in (33) und (26) dargestellten Qua- 
drate der Abstände (00°), (10%),...(r,0') aus den (n+1) Elemen- 
ten 0, Vj, Vas... ®„ gebildet sind, darf man schliessen, dass in 
der Mannigfaltigkeit von (n—1) Dimensionen § +8, +....+6, = 1 
das System der Punkte (1), (2), ... (n) wieder eine Lösung des 
eorrespondirenden Maximumproblems liefert. In dem Falle n = З 
kommt diese Eigenschaft darauf hinaus, dass der Fusspunkt jeder 
Höhe eines Maximumtetraeders in den gemeinsamen Durch- 
sehnittspunkt der Höhen der betreffenden Basis füllt, und es 
leuchtet ein, dass wenn in dem gemeinsamen Durchschnittspunkt 
der Höhen eines Dreiecks auf der Ebene desselben em Loth er- 
richtet wird, jeder Punkt dieses Lothes mit den drei Ecken des 
Dreiecks zusammen die vier Ecken eines Maximumtetraeders 
ergiebt. 


12. 


In Art. 10 ist der Satz ausgesprochen, dass bei der dortigen 
Gleichung 
(1) AX=YA, 


GE) 


die Summe der Quadrate der 2" reellen Bestandtheile der linken 
Seite gleich dem Produkt N (4) (++... а?) ist, und dass, in- 
dem für die rechte Seite das entsprechende gilt, die Gleichung 
(2) N (A) (++. +2) = N (A) (++: 3 
besteht. Die Gleichsetzung der reellen Bestandtheile, die respec- 
tive in 1, kik, ... EE wultiplicirt sind, liefert das System (1) 
des Art, 5 

a de ee e E 
(3) ara +5, ж, a, YA, os. tr 


n2 n 
` Ain %+4,, ®+...+А% „= А, thane Seck, Fis Ya: 


Wenn die linken wie die rechten Seiten der ersten von diesen 
Gleichungen quadrirt und addirt werden, so folgt bei Anwendung 
von (2) nach vollzogener Division durch N (2) die Gleichung 
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9 H A T +4 2 
(4) at. Am oat ا ف‎ Sew) 
N(A) 
ee 
= yıtyat. +9, Se "Së Е ch 0 


Die linke Seite verwandelt sich in den Ausdruck von 


Fi N Be ١ 
а ААР у beziehungsweise g ERE. E MA, 


1 
sobald die folgenden Substitutionen vorgenommen werden: 
dark, ee Eu 
1 Ve И м] Yo,” ы (ES Yo, 
1 1 1 
(A) y=, w= en 
0 ү Л 21 V2, "1 yo, 
1 1 1 
Л) = = + Gs 
о 
Ka z Yu, EI Ta и yw, En 2 == үш, Б, 
1 1 1 
/ d ы A = Ze д = "=, bee % = "e 
(B) 0 yo’ Kl Ve H "ve 
1 
Л) = — 2. 
Räis 
Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Grössen о, v,, ... о, sämmtlich 


positiv sind, oder eine Lösung der ersten Art bilden. Die für die 
Grössen Ay, 5, ... Änn N (-1) in (B) gegebenen Bestimmungen 
fallen mit den in (A) enthaltenen zusammen, sobald, wie von 


jetzt ab geschehen soll, zwischen den Grössen w, w,, ... w, und 
0, ®у, ... 0, die Gleichungen (25) des vorigen Art. vorausgesetzt 


werden, nach welchen w, w w, eine zugehörige Lösung der 


fr fers 
zweiten Art repräsentirt. 
Von den zu der Determination von -7 erforderlichen 


aS?) + 1 unabhängigen Elementen sind a Elemente und дег 
Werth von N(4) direct gegeben. Die Bestimmung der noch 


(n—1) (n—2) 
— 25 


übrigen unabhängigen Elemente ist aber stets mög- 


lich, weil in Folge der bei (A) getroffenen Voraussetzungen die 
Ungleichheit 
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(5) N (4) — 2 А2 ...— HB > 0 


erfüllt ist. Führt man den beiden Fällen entsprechend neue Sy- 
steme von Veränderlichen ein 


А D d H 
ad (A) Led Ye EE Y жа eo? 
yy dei TS, 
ad (B) Li үш, a Чы Еа к Yo, Ty a үш, Zog 


Kam, Do Ua 
d V 
im zweiten in g (7, 7g, ... 2,) über. Die Gleichungen (3), welche 


so geht die rechte Seite von (4) im ersten Falle in 


die Gleichung (1) nach sich ziehen, liefern also nach Einführung 
der beiden Systeme von neuen Veränderlichen lineare Substitutio- 
nen, welche respective die folgenden zwei gleichzeitigen Trans- 
formationen bewerkstelligen, 


L 2 2 2 2 2 2 

D r 1, H D VR 

Ат чс е ст л = 

ad (A) A Da u Cu Wi А 


Hip, En E) _ FV Yan oe H 
4 y d 4 


( w SL, È+... km Ramin... km аъ? 
ч (® | 171 272 ei ” Je п Ча 


9 (8, Ss зеш ER 9 (Ms Nay <° SE 
In dem Falle n = 3, welcher der ursprünglichen Tetraeder- 
aufgabe entspricht, hat man für das Quaternion 
(5) A= hotia Artig зз ور‎ 
aus (A) die Bestimmungen 


d In Aere 


"SE NSA EL WE, >: 
| ЖК А» و۸‎ + ==, крет у A 


mithin ergiebt sich nothwendig 


(7) Ag = a 
Demnach nimmt die Gleichung (1) bei der Annahme (A) die Ge- 
stalt an 
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(8) (1 1 1 a % 
1 ——ı — em = Es “i 
Wan, ә үз, к 1 a yo yo vi к. Ve, 
= 5 Ya і эү; 1 Zei, 11, 
Wa Ve, "vele, ` Pris rie? 3 


Bei der Annahme (B) ist die Bestimmung й 21 we- 
gen der vorausgesetzten Gleichungen 


dieselbe. Dagegen erhält jetzt die Gleichung (1) die folgende 
Gestalt 


СОД ae 
1 2 


1 ۰ 
= (yv, و‎ — io ув, Ny e PUn i у —+i mri Br 
( 1 1 12 ۲2 72 08 F ы, ү, ШУ, зур ni): 


Nach den Ausführungen des vorigen = sich (А) auf 
ein Tetraeder der ersten Art mit den Ecken (0), (1), (2), (3), und 
dem innerhalb des Tetraeders befindlichen Durchschnittspunkt der 
Höhen (0°), hingegen (B) auf dasjenige Tetraeder der zweiten 
Art, dessen Ecken die Punkte (0°), (1), (2), (3) sind. Um die 
drei übrigen zugehörigen Tetraeder der zweiten Art zu erhalten, 
bei denen (0‘) respective die Stellung von (1), (2), (3) übernimmt, 
sind Vertauschungen der vier Grössen v, v,, Və, Vy vorzunehmen, 
bei denen v beziehungsweise mit vj, v,, Y, verwechselt wird. 
Dem entsprechen solehe Aenderungen der Gleichung (9), bei 
denen an die Stelle des Quaternion 4 andere Quaternionen treten, 
welehe die gleiche Norm haben und aus den gleichen reellen Be- 
standtheilen gebildet sind. 
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AA‏ کک 


nn WB 
ست‎ H D A ч i { u 
fe r › 
AP aaa A ws "1 en 
ren 
Р i d ЧҮ 
D 
Ai Leeft Af: 4 i Е Ж al 
Г І TP Hei, sin 
| rye d > чє 
(ar ds at йл» „за | ‘ P 
MIA ge pb zem fm ree" ans 


ГРЕЕ ЭЯ 

(tM «eet fr Б 

a eh atm L دبوا و‎ ees 

= Ca. in 
EN O ve Ir 

Ce. рте — Kéi 


me Ee о о а рн а 0 mi =. 


— "Дь. rin A. GAL ame ai 

ger اء‎ 07 ene Oe fa: 
I ro ee йу ЕЕС emp 
kyo aie Тт 


Ш 
TRANSFORMATION EINER SUMME 
VON BELIEBIG VIELEN QUADRATEN 


IN SICH SELBST 
FÜR DAS GEBIET 


DER EINFACH COMPLEXEN GRÖSSEN. 
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IR Ж КН ҮҮ ТҮҮНҮ 
ПОТЕ ТЕТТЕ. 
D WANY iv 5 At, - 


Е ! 
| "mp a Hv! 


MIT: RAN AMO Dout, Dia 


1. 


Bei der ausgeführten Untersuchung der Transformation einer 
Summe von beliebig vielen Quadraten in sich selbst unterscheidet 
sich der Fall von zwei und der Fall von mehr als zwei Quadra- 
ten dadurch, dass für die Multiplieation der zugehörigen symbo- 
lischen Ausdrücke eine Vertauschung der Faetoren im ersten 
Falle das Ergebniss nicht ändert, im zweiten jedoch ändert. Nach- 
dem aus den Eigenschaften der Summen von zwei reellen Qua- 
(raten das Gebiet der mit zwei unabhängigen reellen Bestand- 
theilen und den Einheiten 1 und y—1 gebildeten Grössen hervor- 
gegangen ist, welche ich die einfach complexen Grössen nennen 
will, wird die Betrachtung der Transformation von » Quadraten 
auf dieses Gebiet in der Weise ausgedehnt werden, dass sowohl 
die variabeln als die constanten Elemente einfach complexe 
Grössen sind. Das in den einfach complexen Grössen auftretende 
Symbol y—1 werde ich mit A bezeichnen, überall aber, wo die 
Begriffe des neuen Gebietes denen des ursprünglichen genau ent- 
sprechen, mich den in I und П gebrauchten Bezeichnungen an- 
schliessen. Auch hier zeichnet sich die Transformation einer Summe 
von zwei Quadraten in so besondrer Weise aus, dass es zweck- 
mässig scheint, dieses einfache Problem für sich allein zu behandeln. 

Wenn durch eine zwischen den Variabeln &,, s, und уу, A. 


gegebene lineare Substitution 
f == 9 9+9, Ya 
l 2, = ay 9, аз Ya: 
deren Determinante gleich Eins ist, die Transformation 
220 Жоро 
(2) zitt =N tY 
bewerkstelligt wird, so hat aus den in I angegebenen Gründen 
eine der beiden Determinanten 


(1) 
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“tl, о |, | — atl, — 4 
ga yti | |“ 9+1] 


(3) 


einen von Null verschiedenen Werth, und es darf dies fiir dic 
erste derselben vorausgesetzt werden. Setzt man unter dieser 
Annahme mit Anwendung einer beliebigen von Null verschiedenen 
Grösse A, wieder 


(4) Ca An ` Ga = hoy 
| 7 a, * 12807 EA 
so ist 

(5) + = 0, 


und es gelten die beiden Gleichungen 

$ до 1+4 05 А Yı HY 

l hatti % = ła 9112, Ya 

Hier sind 2, und A, einfach complexe, aus den reellen Bestand- 


(6) 


theilen ag, а, %,, а, gebildete Grössen 
(7) д = Ay thay, Ze = Gy tha). 
Mittelst eines neuen von A unabhängigen Symbols ĉo, für welches, 
wie in I, die Gleichung 
(8) йө ==—1 
gilt, können die Gleichungen (6) in die eine Gleichung zusammen- 
gefasst werden 
(9) (otio Ayo) (1 Hiio 2) = (Y; Hi2 Yo) (Ay — hy А). 
Vermöge der Gleichung (8) hat der aus den vier reellen Bestand- 
theilen а, Ga: Ou: gu gebildete bicomplexe Ausdruck der zweiten 
Ordnung 
(10) А Д = Чүл үл р (9 а) 
die Eigenschaft, dass bei der Multiplication von zwei oder meh- 
тегеп solchen Ausdrücken das Resultat von jeder beliebigen Ver- 
tauschung und Zusammenfassung der Factoren unabhängig ist. 
Durch die Gleichung 
(11) Ny tig 5) = +h, 
möge die Norm des Ausdrucks A, Li А, definirt werden. 

Ein aus vier ganz beliebigen reellen Elementen gebildeter 
bicomplexer Ausdruck (10) kann offenbar so beschaffen sein, dass 
seine Norm verschwindet, ohne dass 4, und A,, verschwinden, oder 
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auch, was dasselbe ist, ohne dass die vier reellen Elemente gleich- 
zeitig gleich Null sind. Weil aber in (4) die Gleichungen 


1+2 پس‎ Ao on чаш hig 
(12) IE an № 1 +4, hy 
Kä doy 1+а,, A, 


+a, A? Ita % 


eingeschlossen sind, und weil in Folge derselben 


Pe 
(13) 2 Sei 12 
Ita, Ar 


ist, so kann aus einer Substitution (1), für welche die erste De- 
terminante (3) von Null verschieden ist, immer nur ein bieom- 
plexer Ausdruck (10) hervorgehen, dessen Norm nicht gleich Null 
ist. Auch erkennt man leicht dureh die in І angewendete Schluss- 
weise, dass, wenn man für die Gleichung (9) alle bieomplexen Aus- 
drücke benutzt, deren Norm nicht gleich Null ist, die sämmt- 
lichen Substitutionen (1) erhalten werden. Sobald also die Auf- 
gabe festgehalten wird, die Gesammtheit der Substitutionen (1) 
zu untersuchen, so treten bicomplexe Ausdrücke, deren Norm ver- 
schwindet, gar nicht auf. 

Wenn man indessen einen bicomplexen Ausdruck А+, А, 
dessen Norm verschwindet, ohne dass A, = 0 ist, dazu gebraucht, 
um ein System Gleichungen von der Art des Systems (6) zu bilden, 
so lässt sich dasselbe zunächst stets in die folgende Gestalt bringen 
§ Ap —hhy hy, = Ау ВА ha, 

{—ЬА ау +4, hy, = — hd, у, +2, hay. 

Hieraus folgt durch das frühere Verfahren die Gleichung 

(15) Ati h Aia) (FF Rya) = (YAH, №) (Ao +a АА), 

bei welcher die Norm 

(16) NU, — ia Aå ia) = 22 — А, 

sicher von Null verschieden ist. Es werden mithin durch das 
System (14) die Variabeln x, und ky, als lineare Functionen der 
Variabeln у, und hz, so dargestellt, dass die Gleichung 


(17) Stay) = yit (hay) 
erfüllt, und die Substitutionsdeterminante gleich Eins ist. Diese 


Gleichung geht aus (2) hervor, indem die Quadrate der Variabeln 


Lipschitz, Summen von З tcin.org.pl 9 


(14) 
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у und 2, mit der negativen Einheit multiplieirt und auf die ent- 


gegengesetzte Seite der Gleichung gebracht werden. Auf diese 
Weise gehört zu jedem bieomplexen Ausdruck, dessen Norm ver- 
schwindet, ohne dass alle reellen Bestandtheile verschwinden, ein 
anderer, dessen Norm nicht gleich Null ist, und dieser liefert eine 
lineare Substitution von der Determinante Eins, welche die Glei- 
chung (17) befriedigt. 
Es ist gestattet, den Ausdruck 
Auch Д = ag thayy tty Gar tt, hay 

als eine aus vier unabhängigen reellen Bestandtheilen, mit den 
vier Einheiten 1, A, ip, hi, gebildete complexe Grösse zu betrach- 
ten, und zwar gehört diese complexe Grösse zu denjenigen, für 
welche die im Gebiete der reellen Grössen geltenden Grundope- 
rationen der Addition, Subtraction und Multiplication ungeändert 
gültig bleiben. Complexe Grössen, die aus » unabhängigen reel- 
len Elementen mit » Einheiten gebildet werden, sind in der Ab- 
handlung des Herrn Frobenius: Ueber lineare Substitutionen 
und bilineare Formen, Journal f. Mathematik 84, p. 59 berührt, 
und kürzlich in den Mittheilungen des Herrn Weierstrass: Zur 
Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten complexen Grössen, 
so wie des Herrn Dedekind: Zur Theorie der aus n Hauptein- 
heiten gebildeten complexen Grössen (Nachrichten der k. Ges. der 
Wissenschaften zu Göttingen, 12. November 1884 und 23. März 
1885) ausführlich erörtert worden. Um die verschiedenen Dar- 
stellungsweisen der complexen Grössen zu vergleichen, ist es an- 
gemessen, auf diejenigen Grössen A, +iA,, zu achten, deren Norm 
verschwindet, ohne dass die sämmtlichen reellen Bestandtheile 
verschwinden. Damit diese Bedingung eintrete, muss entweder 


(A) Ао = АА, 

одег 

(В) Ао = — ВА, 

sein; mithin entweder 

(18) ad (A), Gy = а, Ou = — а, 
oder 

(19) ad (В), Ay = — а, Ay ау. 


Demnach erhält die Grösse (10) die Gestalt 
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(20) ad (A), Ati, A, = ao (1 +a) + a (%— 1), 
(21) ad (B), А4. А = a (1—hi,,)+4,,(% + i). 
Jede derselben hat wegen der Gleichung 
(22) (Aut ts Ayo) (Ay 1 = 0 
die Beschaffenheit, nach dem von Herrn Weierstrass eingeführ- 
ten Sprachgebrauche ein Theiler der Null zu sein. Der allge- 
meine Ausdruck (10) lässt sich folgendermassen als ein Aggregat 
der Ausdrücke dieser besonderen Art darstellen 

К 1+hi,, Be 
(22) А+ = (аа) Lag: + (a ag) ~y 


2 
1— == 
Ге 2 - 
(а=) o E ot a 
er wird somit in zwei Theile = welche Herr re s die 
beiden Componenten genannt und durch ein System von verein- 
fachten Haupteinheiten ausgedrückt hat. In der ersten Compo- 
nente erscheinen die beiden vereinfachten Haupteinheiten 


I+hi,, h—i,, 

(23) а чү ah So apne 
in der zweiten Componente die beiden noch übrigen 
a 1—4 АА 

(24) GS SE a ae 


Durch o, €, ез, е, werden die folgenden von Herrn Weierstrass 


aufgestellten Gleichungen erfüllt 


Gë C € EO Ce 

e e = е„, б==—е,, е, و‎ == 0, ее, = 0 
(25) Den, egen O с CECE 6] 

ее = 0, ее = 0, ее = е,, @=—е, 


e teg ege, = 1. 


Hiernach fällt der Inbegriff der in (10) definirten bieomplexen 
Ausdrücke mit dem Inbegriff der von Herm Weierstrass un- 
tersuchten complexen Grössen zusammen, die aus vier reellen Be- 
standtheilen mit vier paarweise einander zugeordneten Hauptein- 
heiten gebildet sind. Das System der vier vereinfachten Haupt- 
einheiten е, е, ез, ё, welche durch das System von Relationen 
(25) verbunden sind, wird aber mit Hülfe der Gleichungen (23) 
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und (24) durch die drei unabhängigen Einheiten 1, Л, 7,, ausge- 
drückt, deren letztere nur den Gleichungen 
№ = —1, = — 1 


genügen. 
2. 


Auf dem eingeschlagenen Wege ist die Ersetzung der vier 
vereinfachten Haupteinheiten durch Verbindungen von drei unab- 
hängigen Einheiten ungezwungen hervorgetreten. Nun möchte 
ich nicht unterlassen, darauf aufmerksam zu machen, dass bei den 
von Herrn Weierstrass betrachteten complexen Grössen stets 
ein entsprechendes Verfahren angewendet werden kann, sobald 
die sämmtlichen vereinfachten Haupteinheiten einander paarweise 
zugeordnet sind, und ihre Anzahl g gleich einer Potenz von Zwei 
ist. Bezeichnet man die q reellen Bestandtheile der vorliegenden 


complexen Grösse mit &,, £, ... &,, die vereinfachten д Haupt- 
einheiten respective mit e, €, ... б, WO е, ZU ©, &, ZU &,... 
é,_, zu €, zugeordnet sein möge, so lässt sich der Ausdruck 

(1) a get, ее, 

bei Anwendung eines unabhängigen Zeichens o, welches der Glei- 
chung 

(2) o =— 1 

genügt, in die Gestalt bringen 


e toe, E aC 
(3) (og E авар ت‎ er er. o 


е, HOE e ‚бе 
RE 1—9&,) u I aF Cat тае +, 


deren sich auch Herr Dedekind bedient hat. Alsdann können 
die für die q Verbindungen 

e toe, ër gg €@,1+9e, ё 

2 : 2 RE 2 + 2 
bestehenden Regeln dahin zusammengefasst werden, dass das 
Quadrat jeder Verbindung ihr selbst gleich, das Produet von zwei 
verschiedenen gleich Null, das Aggregat von sämmtlichen Ver- 
bindungen gleich Eins sein muss. 
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Es sei nun q = 2”, und es mögen mit h,, Ay, ... h,, lauter 
Symbole bezeichnet werden, die von o und unter einander unab- 
hängig sind, und deren jedes, auf das Quadrat erhoben, gleich 
der negativen Einheit wird; durchgehends sollen alle zu bilden- 
den Producte von der Anordnung ihrer Factoren unabhängig sein. 

Mit Hiilfe dieser Symbole bilde man die Ausdrücke 


(5) 1+oh, 1+0, 1+ch,, 
TER LE ی‎ аг 
1_—oh, 1—sh, 1—oh,, 
ок LS TS 
und stelle alle Producte P, auf, die aus dem Produkt 
1+oh, 1+oh, 1+oh,, 
(6) =f = ës 7 


hervorgehen, indem in einer beliebigen Anzahl von Factoren o in 
—o verwandelt wird. Mit Einrechnung des ursprünglichen be- 
trägt die Gesammtzahl der Produete 2” = 9; dieselben können 
zur Darstellung der g Verbindungen (4) verwendet werden. Denn 
jeder einzelne Factor hat wegen der für jeden Zeiger r gelten- 
den Gleichungen 


Lok, 2 I+oh, 1 —oh, 2 1—oh, 
Got) (=) 


= > 3 
die Eigenschaft, dass sein Quadrat ihm selbst gleich wird, und 
deshalb besitzt auch jedes Product P, dieselbe Eigenschaft. 


3 ” 
- - 


Wenn man ferner zwei verschiedene Producte Р, und Р, mit ein- 


ander multiplieirt, so muss das Product derselben verschwinden, 
weil dasselbe nothwendig wenigstens ein Paar zugeordneter Fac- 
l+oh, 1— oh 


toren xy und چ‎ enthält, und weil für jeden Zeiger r 


die Gleichung 

Lieb 1—sh, 
(8) En, | ie 
besteht. Die Vertheilung der Producte P, zur Darstellung der 
Verbindungen (4) ist dann so einzurichten, dass zwei zugeordnete 
Verbindungen respective gleich zwei Producten gesetzt werden, 
you denen das eine aus dem andern durch Vertauschung von o 
mit —o entsteht, 7. В. 
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1+oh, 1+oh, 1+oh,, 
(9) | m е тле 
| at aes 
Pr wm dek ege ch DEE 
In Folge dessen fällt o bei der Bestimmung von e, ¢,,..-¢, E 
ganz heraus, und diese q Haupteinheiten werden mit Hülfe von 
1 und den m unabhängigen Einheiten A, hs, ... h, dargestellt. 


Auch leuchtet es sogleich ein, dass bei dem Addiren der 2” = 0 
Producte P, die Gleichung 

(10) e+%+...+e,=1 

erfüllt wird. Substituirt man die für das System der Hauptein- 
heiten e, е, ... е, gefundenen Darstellungen in den Ausdruck 
(1), so erscheinen die reellen Bestandtheile in д symbolische Ver- 
bindungen multiplieirt, die aus der Einheit und den m unabhän- 
gigen Symbolen erhalten werden, indem man alle Produete bildet, 
in denen kein Symbol mehr als ein Mal auftritt. 


3. 


Indem jetzt die Untersuchung der Transformation einer 
Summe von a Quadraten in sich selbst für n > 3 auf das Gebiet 
der einfach complexen Grössen übertragen wird, behalten alle 
Erscheinungen dieselbe vollkommene Regelmässigkeit. Durch die 
Substitution 


| ж, = а Y t Yt. +a, Yn 

(1) ав YT Oy Yot. Fan Yn 

а, YıtaaYyat- . +9, Ins 
bei der die Variabeln ту, 2, ... 2,, die Variabeln у, Ya, ... У, 
und die Coefficienten ou, a, ... «,, einfach complexe Grössen 
sind, und deren Determinante gleich 4-1 ist, sei die Gleichung 
(2) + a+... == УКУ +... Lä 
befriedigt. Dann wird wieder die Determinante 

e C‏ رو و وا چ 
Ga u, боз y‏ )8( 

Oy CE, a 
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mit allen denen verglichen, welche aus ihr entstehen, indem in 
irgend einer geraden Anzahl von Vertikalreihen die Coeffieienten 
mit der negativen Einheit multiplieirt werden. Da nach П, Art. 1 


das Aggregat dieser 2” ' Determinanten gleich 2” ist, so muss 
wenigstens eine derselben einen von Null verschiedenen Werth 
haben. Mithin kann stets aus der gegebenen Substitution eine 
solche abgeleitet werden, bei der die zugeordnete Determinante 
(3) von Null verschieden ist, und diese Eigenschaft wird im Fol- 
genden bei der Substitution (1) vorausgesetzt. Es wird nun, wie 
‘in II, Art. 1 die Determinante des Systems (8), welche so gebildet 
ist, als ob die Elemente а, &,, ... Gan von einander unabhängig 
wären, mit D bezeichnet, und partielle Differentiation auf dieselbe 
angewendet. Dann gelangt man durch entsprechende Schlüsse 
zu den Gleichungen 
1 ôD \ ПЕ op 1 др 

(4) D (2- 3 да. JR D Ô pa + D da, TA 

wo a und b irgend zwei verschiedene Zeiger bedeuten. Wird 
nun mit A, eine beliebige von Null verschiedene einfach complexe 


1 
a einfach complexen Grös- 


Grösse bezeichnet, so sind die 


sen Å, welche die neuen Elemente bilden, durch die Gleichungen 


2 oD А BS 
(5) D Ze in =; if a Mat = 0 


vollständig bestimmt, und erfüllen das System von Gleichungen 
A, Zt A, 2,+.. +A Bie = 4, Atay Yat.. A Yn 
At thy Tat.. SE z= Sy YF Yt.. tA Yn 


(6) 
A. РЕ GEN D z, E Ж Be 


2n 


Bei diesem System macht sich der Unterschied zwischen dem 
Gebiet der reellen und der einfach complexen Grössen geltend, 
wie sich schon im vorigen Art. für n = 2 gezeigt hat. Die De- 
terminante des Systems der Coefficienten, welche ftir die linke 
und rechte Seite dieselbe ist, hat ein Bildungsgesetz, um dessent- 
willen sie für reelle Elemente nicht verschwinden kann, so lange 
4, einen von Null verschiedenen Werth hat. Auf dem Gebiet der 


einfach complexen Grössen reicht aber der Umstand, dass A, von 
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Null verschieden ist, hiefür nicht aus; indessen bleibt die That- 
sache selbst bestehen und bedarf nur einer andern Begründung. 
In Folge der Gleichungen (4) und (5) gelten für jeden Zeiger 
a und für jedes Paar verschiedener Zeiger a und 5 die Relationen 
(7) 2 oD _ 4 2 др Мы Le 

á Hoad: =~ л. Dong A 
Hieraus ergiebt sich für die zu prüfende Determinante nach einem 
bekannten Satze der Ausdruck 

EN: 

(8) = 
welcher, wie behauptet worden, nicht gleich Null sein kann, weil 
4, und D von Null verschiedene endliche einfach complexe 


3 


Grössen sind. 

Die Ableitung von 2" n neuen Gleichungen aus dem System 
(6), welehe demselben hinzugefügt werden, erfolgt in ganz der- 
selben Weise, die in II, Art. 2 für das Gebiet der reellen Grössen 
entwickelt ist. Für den Fall n = 3 bedarf es hierzu nicht der 
Herstellung von neuen Verbindungen. Für »>> 4 werden die be- 
treffenden Verbindungen genau nach dem früheren Schema aus 
den Elementen 4,, und A, rational abgeleitet, und sollen auch 


»—1 


entsprechend bezeichnet werden, so dass z. B. 


ax das hatha E d e 
(9) کر‎ К ч шуу 

"0 
ist. Hierbei ist keine andere Voraussetzung erforderlich als die 
schon getroffene, dass A, nicht gleich Null sein darf. Es ergiebt 


sich dann das vollständige System von 2” Gleichungen, das für 
das reelle Gebiet in II, Art. 3, (1), (2), (2*) dargestellt ist, und 
dessen symmetrische Eigenschaften den Kern dieser Theorie bil- 
den. An dieses System knüpft sich die Einführung der symbo- 
lischen Factoren 

(10) ee 

welche von dem zu der Darstellung der einfach complexen Grös- 
sen gebrauchten Symbol A vollständig unabhängig sind, sodann 
die Begründung der dem associativen Gesetz unterworfenen Rech- 
nungsregeln, ferner die Darstellung der Symbole durch n Primi- 
tivzeichen ki, ko, ... k,, so dass vermöge der letzteren 
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(11) ehe М, ~A К, ... 

wird, und schliesslich die Zurückführung der Rechnungsregeln auf 
die für die Primitivzeichen geltenden Regeln 

(12) бта 1, Е, bb 


Hierauf bildet man die bicomplexen Ausdrücke der n-ten 
Ordnung 


DEN. Ре ЛЕ 
| EE AR ke. FOREN Сү 
NS Bene 
| Y= y, th, ky, +... Е У,, 


und hat für das erwähnte vollständige System уоп 27" Gleichun- 
gen die zusammenfassende Darstellung 
(14) AX=YA,. 
Zu dem bicomplexen Ausdruck 4 gehört als seine Norm das Ag- 


н—1 


gregat der Quadrate seiner 2” einfach complexen Bestandtheile 


(15) N(A =U A... +B a te. 

Mit Hiilfe derselben wird die vorhin besprochene Determinante 
der Coefficienten der linken oder rechten Seite von (6) so ausge- 
driickt 

(16) is? N (A), 

und die obige Darstellung ihres Werthes in (8) führt zu dem 
Schlusse, dass da A, von Null verschieden vorausgesetzt ist, die 
Norm N (4) nicht gleich Null sein kann. 

Es lässt sich nun, genau wie in II, Art. 5, zeigen, dass, 
wenn mit einer von Null verschiedenen Grösse A, und einem 
System von Grössen A, ,, die so beschaffen sind, dass der zuge- 
ordnete Ausdruck N (1) nicht gleich Null ist fein System von 
Gleichungen (6) gebildet wird, durch dasselbe eine lineare Sub- 
stitution (1) von der Determinante + 1 bestimmt ist, welche die 
Gleichung (2) befriedigt, und für welehe die zugeordnete Deter- 
minante D des Systems (3) einen von Null verschiedenen Werth 
hat. Es führt also jedes System [уоп Grössen А, 4,,, das die 
erwähnte Voraussetzung erfüllt, zu einer Substitution (1) zurück, 
für welche die entsprechende Determinante D nicht verschwindet. 
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In gleicher Weise leuchtet ein, dass aus der Substitution (1) 
alle Substitutionen entstehen, bei denen für eine gerade Anzahl 
von Vertikalreihen die sämmtlichen Coefficienten mit — 1 multi- 


plieirt sind, indem für die betreffenden Zeiger a, b, c, ... f die 
neuen Variabeln 

(17) Ya = — Zar Yo = — rr 2, 

eingeführt, und für die übrigen Zeiger g 

(18) Y, = 2, 

gesetzt wird. Es sei jetzt, wie in II, Art. 5 

(19) J=k,h,...k,, 

gleichzeitig J = J oder J =— J, je nachdem unter den Zei- 
gern a, b, ... f die Eins enthalten ist oder nicht, und 

(20) Z= 2,+h,k,2,+...+h, Е, E 


Dann wird durch die entsprechenden Schlüsse aus (14) die Glei- 
chung 


(21) JAX=ZJI A, 
abgeleitet, zu der die Transformationsgleiehung 
(22) ++. +2, =e +e +... 


gehört. Wenn in (21) angenommen wird, dass auch J= 1, J) == 1 


sein darf, so ist die Gleichung (14) darin mit enthalten, und (21) 
repräsentirt die simmtlichen Substitutionen von der Determinante 
+1, welche die Gleichung (22) befriedigen. Vermöge der gegebenen 
Ableitung hat hier die Norm des bicomplexen Ausdrucks _7 stets 
einen von Null verschiedenen Werth. 


Für den Werth 2 =3 ist der bicomplexe Ausdruck JA 
gleich einem Aggregat, bei dem die einfach complexen Bestand- 
theile А, Aus Aus: Ay, respective mit den Factoren 1, k, ko, E Fg, Fa Fg 
combinirt sind, und JA fällt mit dem Biguaternion zusammen, dessen 
Begriff Hamilton in den Lectures on Quaternions p. 639 aufge- 


nel 


stellt hat. Für a>4 werden die 2" einfach complexen Be- 
standtheile, welche in dem bicomplexen Ausdruck J 4 mit 
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nn) 


1,k,k,,...k, Fo ky k,,... multiplieirt erscheinen, aus den 1+ 


einfach complexen Elementen A, und 4,, rational dargestellt. Man 


hat daher auch hier die unbeschränkten bicomplexen Ausdrücke 
der n-ten Ordnung 


(1) Ф = фо tk, ky geck, +k, kk, Е, Piosıt--- 

zu betrachten, bei denen die Coeffieienten бо, Py, <<< P1934 PE- 
liebige einfach complexe Grössen sind, und von diesen die Aus- 
drücke 

(2) JA 

auszusondern, welche reguläre bicomplexe Ausdrücke der n-ten 
Ordnung genannt werden. 

In Betreff der Ausdrücke, welehe mit einem unbeschriinkten 
Ausdruck d zusammengehören, erlaube ich mir auf 11, Art. 6 hin 
zu weisen, und werde die gleichen Bezeichnungen anwenden. 
Demgemäss ist 


Л) = — Е, Ok, 
(8) ر‎ = — Б, К, wk, k, 
und der zu © conjugirte Ausdruck (' wird so definirt 
(4) O= Goth, k, Pt. thy hy ky ky gies t--- 
Nachdem man sich überzeugt hat, dass der Ausdruck 
(5) X =r tk k tyt. -tk kny 


regulär ist, wird ebenso wie a. a. O. nachgewiesen, dass für den 
Ausdruck -/ das Product 4'4 gleich dem Product 7‘, A, und 
schliesslich gleich einer einfach complexen Grösse ist. So ergiebt 
sich für die Norm des Ausdrucks A die Darstellung 

(6) NA=A1A= IM TOO 

und zwar muss der betreffende Werth nach einem Schlusse des 
vorigen Art. von Null verschieden sein. Man erkennt ferner, dass 
für jeden Zeiger а die mit dem Ausdruck „7 gebildete Verbindung 
(Е, 1 gleich einem in den Primitivzeichen linearen Ausdruck 
ist, bei dem die Primitivzeichen in einfach eomplexe Grössen mul- 
tiplieirt sind. Beide Eigenschaften des Ausdrucks < gelten auch 
für den Ausdruck J4, sie sind nothwendige Eigenschaften eines 
regulären Ausdrucks JA, und es lässt sich wie in II, Art. 9 zei- 
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gen, dass sie auch die hinreichenden Eigenschaften eines regu- 
lären Ausdrucks sind. Denn wenn für einen unbeschränkten bi- 
complexen Ausdruck der n-ten Ordnung © das Product D' Ф 
gleich einer von Null verschiedenen einfach complexen Grösse, und 
zugleich die Verbindung d E Ф in den Primitivzeichen linear 
ist, so folgt hieraus, dass das Product 
OO = ++... +... 

nothwendig einen von Null verschiedenen einfach complexen 
Werth hat. Dann muss aber unter den Grössen Pos e, Фәза: “< 
wenigstens eine von Null verschieden sein, und diese Grundlage 
genügt, um den erforderlichen Beweis zu Ende zu führen. 

Aus den aufgestellten Kriterien der Regularität folgt jetzt 
der Hauptsatz, dass das Product von zwei oder mehreren regulären 
bicomplexen Ausdrücken der n-ten Ordnung wieder gleich einem 
regulären bicomplexen Ausdruck der n-ten Ordnung ist, und die 
Norm des Products der regulären Ausdrücke gleich dem Product 
ihrer Normen. Daran schliesst sich, dass, wenn mit Hülfe von 
zwei beliebigen regulären bieomplexen Ausdrücken der n-ten Ord- 
nung 41 und M, und den oben definirten Ausdrücken X, Y, Z die 
Gleichungen gebildet werden 


(7) AX=YA, 

(8) MY=ZM, 

deren erste die Gleichung 

(9) et, 

deren zweite die Gleichung 

(10) WO = BE 

nach sich zieht, durch Combination die Gleichung 
(11) MAX=ZMA, 
entsteht, zu welcher die Transformationsgleiehung 
(12) MA کے‎ T 


gehört. Die Zusammensetzung von zwei Substitutionen (1) des 
vorigen Art. wird also auch hier auf die Multiplication der regu- 
laren bieomplexen Ausdrücke Z und M zurückgeführt. Die Aus- 
drücke X, Y, Z repräsentiren eine besondere Art von regulären 
bieomplexen Ausdrücken der »-ten Ordnung, fiir welche sich das 
Bildungsgesetz der Norm des Ausdrucks in das Bildungsgesetz 
einer Summe von n Quadraten verwandelt. 
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Es möge noch erwähnt werden, dass auch die Ausführungen 
von U, Art. 8 auf die regulären bicomplexen Ausdrücke unmittel- 
har übertragen werden können. Namentlich ist hierbei von In- 
teresse, dass für die Elemente, die dort mit s, bezeichnet sind, 
die Beschränkung fortfällt, der sie unterworfen werden müssen, 


sl 
damit die Quadratwurzelgrössen r —— reelle Werthe behalten. In 
DE 
der That war mir die für das Gebiet der reellen Grössen vor- 
handene Nothwendigkeit dieser Beschränkung so auffallend, dass 
mich dieser Umstand in der Absicht bestärkte, die Untersuchung 


auf das Gebiet der einfach complexen Grössen zu tbertragen. 


5. 

Bei dem in den drei vorhergehenden Artikeln vollständig 
behandelten Transformationsproblem bleibt der Fall ausgeschlossen, 
dass, wenn aus der von Null verschiedenen einfach complexen 
n(n—1) .... Е 5 

(е0 Grössen 4,, der bi- 


complexe Ausdruck der 2-ten Ordnung 
(1) A = +h К ht. -+i К А оз 


374 `1234 


Grösse A, und den hinzukommenden 


gebildet wird, die zugehörige Norm 
(2) N O = А-А... + 
gleich Null ist. Um einen solchen = der in Art. 1 für 
n=2 ein Theiler der Null genannt worden ist, für einen belie- 
bigen Werth von ж zu betrachten, möge zwischen den 2” Varia- 
bein g, und y, ein System Gleichungen von der Gestalt (6) des 
Art. 3 aufgestellt werden, 

| Za Titia at. Fab, = А YFA Hote Ph In 
(3) bk th Bet... thy 2, = А Yit ho 0+... then Hy 
l 


bt, SSC Ki „= А„ YA syn. ele Yu. 
Hier ist die Determinante des Systems der Coefficienten auf bei- 
den Seiten gleich 
(4) MENA, 
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mithin nach der getroffenen Voraussetzung gleich Null. Es muss 
daher noch erst erwiesen werden, dass das System (3) überhaupt 
eine Berechtigung besitzt. Man erkennt aber, dass dem so ist, 
indem man die Variabeln 2, und y, auf eine zweckmässige Art 
gruppirt. Der einfacheren Bezeichnung wegen mögen die Varia- 
bein y,,,,, ... У, auf die linke, die Variabeln z x, auf 
die rechte Seite gerückt werden; dann lässt sich das System in 
die folgende Gestalt bringen 


m+1? °°" 


х 3 2 2 
Žo zite tina Me Ant, h 0,1 E А, 1 h Ki 
D - 2 Р 2 
EN % а A E hy, Key, ant oo fis h Fur 


VE À ; 
h Cis Zi i 25 Sg: Ge EK, KEE 3 EA, h Yp) 


= h ar Yi + дер аР Aan Me, Ak Zen CH 7 —% he х) Е 


Der Factor % ist den Gleichungen von der (m+1)-ten bis zur 
n-ten beigefügt. Man erhält das System (5) aus (3), indem man 


gleichzeitig 
statt Zi, ... Ts ОЛ учуй an 2, 
E RN LN, 
statt Yj). --- Yn» Оно Bae The 
С о ee Т>, 


setzt, A, ungeändert lässt, und der Grösse А, einen der Factoren 


1, А, A? beilegt, je nachdem die Zahlen a, û aus der Gesammtheit 
der Zeiger m+1,m+2,...n kein oder ein Individuum oder zwei 
Individuen enthalten. Nimmt man die betreffende Aenderung mit 


dem Ausdruck < vor, so ist jedem Bestandtheil 4,,,... Аз, U. 8. Ё 


der Factor A so oft beizufügen, als in dem Inbegriff der Zeiger 
Individuen aus der Gruppe + 1, ... n vorkommen. Der so ent- 
stehende Ausdruck möge mit 2”*”‘’’' ®” bezeichnet werden, und, 
wenn das gleiche Verfahren mit einer beliebigen Gruppe von Zei- 
gern a, b, ... е vorgenommen wird, mit 20% "9; in Folge 
dessen erhält die Determinante des entsprechenden Systems der 


Coefficienten der linken und rechten Seite den Werth 

(6) оем ЕЗ д, 

Es kommt nun darauf an, zu zeigen, dass bei einer passenden 
Wahl der Gruppe a, 6, ... e die in (6) auftretende Norm nicht 
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verschwinden kann. Denn bezeichnet man den Inbegriff der übri- 


gen Zeiger mit a’, b’ ... f", so leuchtet ein, dass alsdann durch 
das System (3) die Variabekı 

Lae Ж, na. Zen Yar Yu» zn Ye 
als Functionen der Variabeln 

Beet, au Ya Ze Zen Ze 


bestimmt sind, und umgekehrt. 

Um den erforderlichen Beweis zu führen, bemerke ich, dass 
sich die Norm N (4) folgendermassen erzeugen lässt. Man bilde 
eine vollständige Entwieklung des Produets 
(7) ee)... (lr) III р У 

ain, Area 

rE ee E 

Fece cee UE 
und substituire zunächst statt jedes auf die Einheit folgenden Sum- 
manden den mit einer Gruppe von Zeigern versehenen Buchstaben 
r. Je nachdem die Anzahl der Factoren eines Summanden gerade 
oder ungerade ist, „sei die Gruppe der Zeiger gleich dem Inbe- 
griff der Zeiger der Faetoren, oder gleich dem um den Zeiger 1 
vermehrten Inbegriff. Sehliesslich ersetze man die Einheit durch 


2 2 2 r j 5 3 
Ао» Ty durch А, туз, durch Ass, u. 8. Ё Nach dem, was fest- 


gesetzt worden, entsteht 4°” 7 0 aus A, indem die Primitf- 
zeichen E in АА, RF, ink, А, ... k,ink,h verwandelt wer- 
den. Es sei a, Ь,... e eine beliebige Gruppe von Zeigern, 


unter denen der Zeiger 1 nicht vorkommt, so wird dem- 
nach №002 9) aus N (1) hervorgebracht, indem jedes der 
Quadrate AN, ... an 80 oft den Factor — 1 erhält, als unter 
seinen Zeigern solehe aus der Gruppe a, 5, ... e vorhanden sind. 
Wenn nun das Product (7) als eine symbolische Darstellung von 
N (1) dient, so wird in gleicher Weise eine symbolische Darstel- 


O, bb . *‏ ر 
lung von NCA“ 9) erhalten, indem гезреспуе Ce Dn ane‏ 


€ 


in —r,, —1,, ... —r, verwandelt wird. Es ist aber nach einer 


in II, Art. 1 angewendeten Schlussweise 

(1467) (1) = 2 

(1+r,) (1-6) (01—05) (1-6) Hll Hr) (1—r,)+(1—r,) (r) = 4 
u. в. Ё, mithin das Aggregat aller Producte, die aus (7) durch 
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Negativnehmen einer beliebigen Anzahl von Elementen r,,... 7, 
entstehen, gleich 2". Hieraus folgt für das Aggregat der Nor- 
men aller in der entsprechenden Weise aus 4 abgeleiteten Aus- 
drücke die Gleichung 
(8) N(A)4+N(A%) 4... М(Д®®)+...= 9%. 
Weil aber A, von Null verschieden vorausgesetzt ist, so muss sich 
unter den auf der linken Seite befindlichen Normen wenigstens 
eine befinden, die nicht gleich Null ist, wie behauptet worden. 
Indem jetzt angenommen wird, dass N (1 с 9) von 
Null verschieden sei, kann das obige System (5) in der früheren 
Weise behandelt werden, und führt dann zu der Gleichung 


9:9 Fe 2,+... +20, т E Еа Лу аз =, hyn) 
= (y +h hy +... +k Е, у, Enpi ënn Б ha p Ate. 


Diese zieht die Transformationsgleichung nach sich 
(10) B+... © + (hy) + hy)” 

= +. BET F (hay) +... 0а), 
die mit (2) des Art. 3 übereinstimmt. 

Auch die Operation der Vertauschung, welche so eben für 
die gleichnamigen Veränderlichen x und y zur Anwendung ge- 
beacht ist, lässt sich auf das in П, Art. 8 entwickelte allgemeine 
Verfahren redueiren. Denn lässt man in den dortigen Gleichungen 

Sa 
Ys,—ı ys,+1? 
indem der Betrag von s, tiber jedes Maass wächst, gegen die Ein- 


(9) für die Zeiger a gleich 1, 2,... m den Bruch 


heit convergiren, hingegen für die Zeiger a gleich m+1, ... n, 
indem der Betrag von s, ohne Ende abnimmt, gegen den Werth 
—h convergiren, so ergiebt sich gerade dasjenige System von 
neuen Veränderlichen, welches in (9) und (10) benutzt wor- 


den ist. 


6. 


Die mitgetheilte Behandlung der Transformation einer Summe 
von n Quadraten in sich selbst auf dem Gebiete der einfach eom- 
plexen Grössen behält ihre Bedeutung auch für die quadratischen 
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Formen desselben Gebiets. Denn jede quadratische Form von n 
Variabeln, deren Determinante-nicht verschwindet, kann mit Hülfe 
der Ausziehung von n Quadratwurzeln in eine Summe von nz Qua- 
draten verwandelt werden; aus jeder Transformation dieser Summe 
in sich selbst folgt eine bestimmte Transformation der quadrati- 
schen Form in sich selbst und umgekehrt. Auch zeigt eine Wie- 
derholung der in II, Art. 7 angestellten Betrachtung, (dass jedes 
Primitivzeichen Ё zu der Basis eines in der Quadratsumme auf- 


tretenden Quadrats gehört, und somit auch zu derjenigen unter den 
erwähnten n Quadratwurzeln, welche dieser Basis als Factor anhaftet. 
In dieser Uebereinstimmung glaube ich eine Bestätigung dafür zu 
erblicken, dass der Gebrauch der Primitivzeichen aus der Natur 
der Sache geschöpft ist. 

Geht man aber auf das Gebiet der reellen Grössen zurück, 
so ist zu bemerken, dass jede wesentlich positive quadratische 
Form von n Variabeln mit Hülfe der Ausziehung von ж» Qua- 
dratwurzeln aus positiven Grössen in eine Summe von ж Quadra- 
ten verwandelt werden kann, und dass somit die obige Darstel- 
lung der sämmtlichen Transformationen von ж» reellen Quadraten 
in sich selbst zu einer Darstellung der siimmtlichen Transforma- 
tionen der wesentlich positiven quadratischen Formen in sich selbst 
führt. Es bleiben also auf dem Gebiete der reellen Grössen noch 
(lie indefiniten Formen, 1. h. diejenigen quadratischen Formen von 
n Variabeln in entsprechender Weise zu erledigen, welche bei der 
Verwandlung in ein Aggregat von Quadraten durch eine reelle 
Substitution eine Anzahl m von positiven und die Anzahl n- m 
von negativen Quadraten aufweisen, wo bekanntlich die Anzahl m 
nach dem 7rdgheilsgesetz der quadratischen Formen von der Wahl 
der angewendeten reellen Substitution unabhängig ist. Dieser An- 
forderung lässt sich genügen, indem man in Art. 3 die speeielle 
Voraussetzung einführt, dass unter den Variabeln 2,, wie auch 
Y, die m ersten reell, die n—m letzten rein imaginär sein sollen, 


Es sei demnach 

BET e Ban es Leng йү enn Se 
Y= Dan Ym = Dr Maan = 0), ә oo У„ = — Rl, 
und es werde verlangt, dass die Substitution (1) des Art.3 für die 


reellen Variabeln x, und j, reelle Coefficienten habe. Dann er- 


(1) | 
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giebt sich, dass die Coefficienten @,,, wenn o = mund Û < m und 
auch wenn а > m und b > m ist, reell sein müssen, in allen übri- 
gen Fällen jedoch rein imaginär. Bei der mit D bezeichneten 
Determinante 

ee, С.З | 


(2) "a H +1, ER Can 


a ‚ е pee hal 


nn 


deren Werth, wie dort, als von Null verschieden vorausgesetzt 
wird, leuchtet ein, dass ihr Werth reell sein muss, und dass ein 


e 2 5 Я . oD , 
wie früher gebildeter partieller Differentialquotient = SC reell ist, 
0 ab 


wofern a<m, b< m ist, und auch wofern a > т, b> т ist, 
sonst aber rein imaginär ausfällt. Wenn also A, ein beliebiger 
von Null verschiedener reeller Werth beigelegt wird, so muss sich 


: g А D 
nach den dortigen Gleichungen (7) das Element А, ebenso wie а= 
ab 


verhalten. Der Uebereinstimmung wegen setze man 


| A = o 

„= 0,6} E TEE 

(3) Luss he, acm, b>m, 
ly = han A>M, b<m, 
hab =— Our j ат>т, Dm, 


so dass о, und o, reell sind. Dann geht die Gleichung (14) des 

Art. 3 in eine Gestalt über, welehe nur die zu der aufgeworfenen 

Frage gehörenden reellen Elemente enthält. Man hat somit 

(4) JF = tth kat. FE Eech bay RE, 
1H = 0+2, Byte. bk BY, War kA, 

ferner ist klar, dass, wenn der complexe Ausdruck der n-ten Ord- 

nung gebildet wird 


(5) P= gtk, ky Qt... +k, kako hy оова 
nach den im vorigen Art. gebrauchten" Bezeichnungen 
(6) Де pOr 8) 

ist. Mithin repräsentirt die Gleichung 

7 (Fl... _ (m+t,... и 
(7) Р Daeg A 
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eine reelle Substitution von der Determinante 1, durch welche die 
Gleiehung 
nn 
befriedigt wird. Zugleich folgt aus dem Früheren, dass, um alle 
Transformationen der bezeichneten Art zu erhalten, es ausreicht, 
in der vorstehenden Gleichung (7) dem Ausdruck P+" Jinks 
einen Factor J = k, k, ... k, beizufügen und ebenso dem Ausdruck 


Pt". den zugehörigen in Art. 3 definirten Factor A. 

Das Verfahren, dureh welches so eben für ein aus positiven 
und negativen Quadraten bestehendes Aggregat die Transformation 
in sich selbst bewerkstelligt ist, entspricht genau der im vorigen 
Artikel mitgetheilten Entwickelung. Dem Gedankengange dersel- 
ben folgend kann man von der Gleichung (8), welche die Trans- 
formation einer Summe von m positiven und n—m negativen 
Quadraten bezeichnet, zu der Gleichung 
(9) bebe EN be tet tat LE 
übergehen, welche die Transformation einer Summe von n posi- 
tiven Quadraten in sich selbst ausdrückt, und dann ist es der aus 
den reellen Bestandtheilen o, und о,, gebildete complexe Aus- 
druck der r-ten Ordnung Р, mittelst dessen die zugehörige Sub- 
stitution dargestellt wird. 


Druck vollendet 23. December 1885. 
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~ = а 
è = a 


| \ А р Kr N р 

H H Е и К » 

a a ee aan кы o 
Эме а! 


АП, Іт, t ЕШ i ' 
Seite 77 Zeile 11 v. о. ist statt (2) zu lesen (2a). 


a wih ga P au" j E ` \ OOS OT 
мй б. A Му, OUT we А П аниа ad aka ac 
pe «ғ. ‘ І om u ee 


D d 
м ` d IE Fu 
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